Cislo 2 Zimny semester 42. roénika (2017/2018)

STROM

Korespondenény matematicky seminar

Ahojky,

vy si uz mozno nepamétate na vase skvelé rieSenia, ktoré ste pred par tyzdnami pocas
poslednej hodinky pred deadlinom spisali, no vasi opravovatelia s nimi mali ti Cest
pomerne neddvno, a teda si ich aktualne pamataji velmi dobre. Prave preto vam ich
vracaju spédt, a dokonca, Uplne gratis, obohatené o par snad mudrych viet. Verim,
ze kazdy ziskal aspon tolko bodov, kolko skvostnych tvah a ¢asu zo svojho zivota do
riesenia investoval. Ak ndhodou nie, tak asi na nejakej strane bude chyba. A kedze my
sa uz asi velmi nezmenime, tak to asi zasa raz ostava na vas. Prajeme vam vela Stastia
do dalsej série!

Navzdy vasi STROMisti

Kosicky Matboj 2017

V piatok 27.10.2017 sa konal uz 17. roénik Kosického Matboja.

Tejto tradicnej timovej sutaze, sa tentokrat zucastnilo 54 timov z celého Slovenska. V priestoroch Kultirno-spolo¢enského
centra na Jedlikovej ulici si svoje vedomosti z matematiky zmeralo 214 ziakov strednych skol a gymnazii. Najlepsie timy si
vdaka Nérodnému projekt I'T Akadémia a Vacuumlabs odniesli aj hodnotné vecné ceny.

Medzi najlep$imi sa umiestnili Studenti z Gymnéazia Postovd a Gymnazia Alejova 1 z Kosic a Gymnaézia J. A. Raymana z
Presova.

Kompletné vysledky sutaze, priklady aj s rieSeniami a takisto fotogalériu ndjdete na tejto adrese: https://seminar.strom.
sk/sk/matboj/.

Vsetkym zucastnenim dakujeme, blahozelame a dufame, ze sa im tohtoroény Matboj pacil. Uz sa tesime na dalsi rok.

1 Opravovali: Matts Hlavacik, Janka Baranova II
®  Pocet riesitelov: 44 TR

Nech a, b, ¢ st dizky stréan trojuholnika ABC (a oproti A, b oproti B a ¢ oproti C'). Navyse tieto dizky st celo¢iselné a b,
¢ su nesudelitelné ¢isla. Nech D je priesecnik strany BC' a osi uhla BAC. Dokézte, ze ak su trojuholniky DBA a ABC
podobné, tak ¢ je druhou mocninou celého éisla.

Riesenie:
Na zaciatok si nakreslime obrézok a pokusime sa do neho vkreslit vsetky podstatné informécie zo zadania.
AD je os uhla BAC, preto | DAB| = |[<DAC| = a.

Z podobnosti trojuholnikov DBA a ABC vieme, ze |[< DAB| = |4 ACB| = «a, kedze
su to uhly dvoch podobnych trojuholnikov, ktoré si navzajom odpovedaju.
Pozndmka: niektori z Vds nevedia, ale zdpis podobnosti — poradie vrcholov trojuhol-
nikov je délezité, pretoZe presne uddva dvojice vrcholov a strdn, ktoré si navzdjom
odpovedaji, preto nie je potrebné skusat, ktoré to si — to urcuje uZ priamo zadanie.

Trojuholnik ADC' je rovnoramenny so zakladiou AC, pretoze velkosti uhlov pri tejto
zékladni st rovnaké, teda |CD| = |DA| = ay.

KedZe trojuholniky DBA a ABC st podobné, tak vieme napisat pomery stran, ktoré
sa rovnaju:

|DB|  |BA| _ |DA|
|AB|  |BC| |AC|’
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Tieto pomery moézeme prepisat pomocou nasho oznacenia stran v trojuholnikoch:

a — ap C ap
c a b

7 prvych dvoch pomerov mame ¢ = a® — a - ap. Z druhych dvoch a - ap = ¢ - b, ¢o dosadime do prvej rovnice a dostdvame:

c=a’-¢c-b

a?=c2+c-b

a® =c(c+b).

Cisla ¢ a ¢+ b st nestdelitelné. Preco? Podme na to sporom — vezmime d > 1 také, Ze d|c a d|c + b. Potom &fslo ¢ ddva po
deleni ¢islom d zvySok 0. Aby aj &islo ¢ + b dévalo zvySok 0 (po deleni d), tak aj b musi davat zvysok 0, teda d|b. Potom
vsak ¢isla b a ¢ maju najvacsi spolocny delitel d > 1, teda nie st nesudelitelné, ¢o je v spore so zadanim.

Ak je prvociselnom rozklade &isla a nejaké prvoéislo p, tak v a? je p v parnej mocnine. Preto kazdé prvoéislo musi byt v
parnej mocnine aj na pravej strane rovnice. Kedze ¢ a ¢+ b st nesidelitelné, tak v prvociselnom rozklade tychto dvoch cisel
nie je ziadne prvocislo spolo¢né, preto prvocisla v oboch rozkladoch musia byt v parnej mocnine. Z toho vyplyva, Ze aj ¢islo
¢ obsahuje len prvocisla v parnych mocninach, preto je druhou mocninou prirodzeného ¢isla, ¢o sme chceli dokazat.

Komentar: Niektorych z vas mozno odradila netypickost tejto tlohy, no ti, ktori sa do tejto tlohy pustili vedia, ze bola
pomerne jednoduchd, ¢o vidno aj na tom, ze vac¢sina z vas ju vyriesila. NajcastejSim problémom bolo zase raz to, ze ste
neporiadni a nevysvetlujete, ¢o plati a hlavne preco, ako priklad uvadzame mnohé tpravy s pomermi, ktoré robite, lebo st
podla véas ,zrejmé*. Na tom stratili mnohi z vas malické body.

2 Opravovali: Zanetka SemaniSinovia, Kubo Gené&i I
®  Pocet riesitelov: 57 T |

Nech Pi(z) = 22 + a12 + by a Py(x) = 2% + asx + by st dva kvadratické polynémy s celo¢iselnymi koeficientami. Plati, ze
a1 # as a existuju rézne celé éisla m, n také, ze Pi(m) = Py(n) a Pi(n) = P2(m). Dokézte, Ze a; — as je parne.
Riesenie:
Hned na zaciatku si vyjadrime rovnosti Pj(m) = Py(n) a Py(n) = P>(m). Dostédvame:
m? + aym + by = n? + asn + by

n2 4+ an+b =m?+aym+ by
Najprv si prehodime strany druhej rovnice. Potom obe rovnice s¢itame a Gpravami dostavame:

m24+am—+b+m?+am+bys=n>+amn+bs+n’+an+b
2m? + m(ay + az) = 2n® + n(a1 + az)

2(m? —n?) = n(ay + az) — m(ay + as)
Pouzitim vzorca m? — n? = (m + n)(m — n) dostavame:

2(m+n)(m —n) = (n—m)(a1 + az)
2(m+n)(m—n) = —(m —n)(a1 + az)

Teraz by sme cheeli rovnicu vydelit vyrazom (m — n). Kedze zo zadania vieme, ze m # n, tak m —n # 0. To znamen4, Ze
mozeme delif. Upravami dostdvame:

—2(m+n) =ay + as
—2(m+n) —2as = a1 — as

—2(m+n+a2) =a; —ag

Kedze m, n a as su celé cisla, tak je rozdiel a; — as rovny dvojnasobku celého ¢isla. Z toho vidime, ze rozdiel a; — as je
parny.

Komentar: Uloha pre vés nebola ndroéné, o ¢om sved& vysoky poéet 9- a 8-bodovych rieSeni. Mnohi z vds viak stratili
bod za to, ze delili bez toho, aby si overili, ¢i ndhodou nedelia nulou. Nizsie bodové ohodnotenie bolo spésobené vicsinou
prehldsenim, ze dvojnasobok akéhokolvek ¢isla je parny, no to neplati napriklad v pripade vSseobecného zlomku. Vtedy bolo
spravidla nutné zlomok upravit, ¢i sa v priklade vydat nejakou inou cestou. A na zaver odporicame kontrolovat znamienka
pri Gpravach rovnice, pretoze chyby v nich mézu vyrazne menit tlohu, ktori riesite.
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3 Opravovali: Peto Kovacs, Roman Starno I
®  Pocet riesitelov: 24 PP 1

Na stretnutie prislo 2k 4+ 1 Tudi. Kazdi dvaja sa bud poznaji, alebo nepoznaji (vztahy si vzajomné). Pre kazdu skupinu
prave k Tudi existuje ¢lovek mimo tejto skupiny, ktory v nej pozna kazdého. Dokézte, ze na stretnuti je ¢lovek, ktory pozna
vsetkych.

Riesenie:

Vezmime nejaka skupinu £ Tudi. Podla zadania existuje mimo tejto skupiny ¢lovek, ktory pozna vsetkych Tudi tejto skupiny.
Ozna¢me ho A;. Vezmime nejaku dal$iu skupinu k Tudi, no tentokrat taki, ze obsahuje ¢loveka A;. Pre tito skupinu podla
zadania tiez existuje ¢lovek mimo tejto skupiny, ktory v nej pozna kazdého a teda aj A;. Oznacme tohto ¢loveka ako As.
Vezmime dalsiu skupinu & Tudi a to takd, ze obsahuje A; aj As. Opét, podla zadania existuje ¢lovek mimo tejto skupiny
taky, ze poznd A; aj As (tito dvaja sa navySe poznaji aj navzdjom). Ozna¢me ho Az. VSimnime si, Ze v trojici Ay, As, A3
sa kazdy s kazdym pozna.

Ak by sme tymto mechanizmom vyberali dalSie a dalsie skupiny k Iudi tak, aby obsahovali vSetkych doteraz oznacenych
Tudi, k tejto mnozine ,,oznacencov“ by sme vzdy len pripojili nového ¢loveka A;, ktory by sa poznal so vSetkymi doterajsimi
yoznacencami“. Takto pokracujme az do bodu, kedy budeme mat presne k ,oznacencov®. Pre tito skupinu ,,0znacencov* tiez
existuje ¢lovek (oznacme ho ako A1), ktory poznd kazdého z ,oznacencov® Ay, As, ..., Ag. V tejto skupine (Ay, As, ..., Ag)
sa navyse vsSetci poznaji. Znamena to, ze na stretnuti madme urcite skupinu k£ + 1 Tudi, kde sa kazdy s kazdym pozna
(A1, As, ..., Agt1). Vezmime teraz doplnok tejto skupiny do plného poc¢tu Tudi (to je k-¢lennd skupina). Pre tento doplnok
existuje niekto medzi k + 1 ,oznacencami“, kto v nej poznd kazdého. Uvedomme si, ze tento ¢lovek pozna aj vsetkych
ostatnych k oznacencov, a teda tento ¢lovek pozna vsetkych na stretnuti.

Komentar: K tejto tlohe sa dalo pristupovat viacerymi spdésobmi — mnohi z vas sporom predpokladali, ze kazdy nepozna
aspon jedného ¢loveka. Rozborom zndmosti potom zistili, Ze je mozné skonstruovat takt skupinu k ludi, pre ktord neexistoval
¢lovek, ¢o by poznal vSetkych (a to je spor so zadanim). Nie vzdy ste vSak vedeli danti konstrukciu rozumne a Gplne popisat,
za ¢o 8li body dolu. Zopar riesitelov sa nedspesne pokitsilo o indukciu. Vieme, Ze td spoéiva v dvoch krokoch: 1.) ukézat
platnost tvrdenia pre najmensie ¢islo siboru, 2.) ukézat, Ze ak plati tvrdenia pre n, potom plati aj pre n + 1. Spominan{
riesitelia ale splnili len 1. krok, co esSte nestaci.

4 Opravovali: Dano Ondus, Kristin Mislanova I
®  Pocet riesitelov: 57 T

Nech ¢, d st dva delitele prirodzeného &isla n, pricom ¢ > d. Dokéazte, 7e ¢ > d + d?/n.

Riesenie:

KedZe ¢ a d st delitele ¢isla n, uréite vieme najst také prirodzené k a l, ze ¢ = n/k a d = n/l. Plati, Ze ¢ > d, z ¢oho trividlne
I > k. Dosadime tieto tvary do nerovnosti a dostavame

n2

> 2

+

13

>3

n

Toto vieme tpravou na spolo¢ného menovatela a vykratenim n previest na tvar

P>kl+k

Nésledne upravime na I(l — k) > k. Vieme, ze | > k a zaroven [ — k > 1, kedZe ide o prirodzené ¢isla. Preto je Tava strana
nerovnosti ostro viacsia ako prava.

Cely cas sme previdzali ekvivalentné upravy a nerovnost sme nasobili len kladnymi ¢islami, preto je nerovnost (I — k) > k
ekvivalentna prvej, ¢im sme tvrdenie dokézali.

Komentar: Ako vidno aj z dizky vzordku, tloha bola vskutku jednoduch4 a existovalo vela moznosti, ako nerovnost upravit
do tvaru, o ktorom uZ vieme prehlésit, Ze plati. Najdolezitejsie bolo si uvedomit, ze k delitelovi existuje par (k a ) a tiez,
ze rozdiel dvoch prirodzenych ¢isel je aspon 1.

Urcite nezabudajte, Ze aj napriek tomu, zZe c a d si delitele n, nemusi platit n = c¢d a ani mnoho podobnych tvrdeni. Rovnako
aj uvahy o najvacsom spolo¢nom delitelovi, az na vynimky, kon¢ili netispesne. A to je asi vSetko, lebo komentar uz m4 viac
slov ako vzorék.
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5 Opravovali: Tomas Kocédk, Zuzana Ontkovicova I
®  Pocet riesitelov: 11 b

Dany je trojuholnik ABC. Nech k je jeho pripisand kruznica, ktora sa dotyka strany BC v bode K a polpriamok AB a AC
sa dotyka v bodoch L a M. Kruznica s priemerom BC pretina tsecku LM v bodoch P, @, pricom P lezi medzi L a Q.
Dokazte, ze polpriamky BP a C'Q) sa pretinaju v strede kruznice k.

Riesenie:

Nech S je stred kruznice k, Q' je prieseénik osi vonkajsieho uhla pri vrchole C' s priamkou LM a P’ je prieseénik osi
vonkajsieho uhla pri vrchole B s priamkou LM. Dalej, nech 2« 28 a 27y st vnitorné uhly trojuholnika ABC' postupne pri
vrcholoch A, B a C. Nasim cielom bude ukdzat, ze P’ a Q' lezia na kruZnici s priemerom BC' z ¢oho bude vyplyvat, Ze sii

totozné s bodmi P a Q. Z definicie P’ a Q' potom uZ budeme vediet, Ze priamky CQ a BP sa pretinaju v strede S kruznice
k. Preto nasim cielom bude ukédzat, ze uhly CQ'B a C'P’'B st pravé.

V prvom rade si uvedomme, 7e tsecky AM a AL st doty¢nice ku kruznici k a preto maji rovnaki dizku. Trojuholnik LAM
je preto rovnoramenny. Uhly AML a ALM st zhodné a stcet ich velkosti je 2 + 2. Preto plati

[SAML| = |3 ALM| = B+ 7.
Uhol MCB je susedny s uhlom ACB a preto je jeho velkost 180° — 2v. Dalej vieme, ze C'S je os uhla MCB, a preto velkost
uhla SCB je 90° — . Rovnako vieme, ze uhly ABC a LBC st susedné a BS je os uhla LBC. Preto velkost uhla SBC je
90° — . V trojuholniku BSC teda pozname dva uhly a preto je jednoduché dopocitat velkost uhla BSC'. Dostdvame
4 BSC| = 8+ 7.

Body S a M lezia v tej istej polrovine vzhladom na priamku C' P’ a tisecku CP’ vidno z S a M pod rovnakym uhlom. Preto
Stvoruholnik CP'SM je tetivovy. Rovnakym spdsobom ukéZzeme, Ze aj Stvoruholnik BLSQ' je tetivovy. Teraz ndm uz len
sta¢i pouzit fakt, Ze siucet velkosti protilahlych uhlov v tetivovom stvoruholniku je 180° spolu s faktom, ze AM a AL su

dotycnice ku kruznici k. Dostavame teda

|4CP'B| = 180° — |3 CP'S| = 180° — (180° — | CMS|) = 90°,
|4BQ'C| = 180° — |3 BQ'S| = 180° — (180° — | ¥ BLS|) = 90°.

Preto body P’ a Q' lezia na Talesovej kruznici nad priemerom BC' a stcasne na priamke LM a teda su totozné s bodmi P
a Q z coho dostavame, ze CQ a BP sa pretinaju v strede kruznice k.

M

2y Q'

Pl

2a 25 J

A B L

Komentar: Najuzito¢nejsia myslienka pri pri rieSenf tejto tlohy bola preformulovat si zadanie a pozriet sa na body P’ a
Q' miesto bodov P a Q. Bez tohoto pretransformovania bola tiloha vyrazne zlozitejsia. Svedéi o tom aj to, ze kazdy riesitel
ktory tuto myslienku vyuzil bol schopny tlohu vyriesit na 9 bodov.
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6 Opravoval: Mato Vodicka I
®  Pocet riesitelov: 19 Ben

Je mozné napisat do kazdého policka nekonecnej stvorcekovej tabulky prirodzené ¢islo tak, aby pre kazda dvojicu prirodzenych
¢isel m, n platilo, ze sucet ¢isel v Tubovolnom obdlzniku m x n je delitelny m + n?

Riesenie:

Dokazeme, ze sa tak tabulka vyplnif neda. Dokazeme to sporom. Preto predpokladajme, ze ju méame vyplnend prirodzenymi
¢islami tak, aby platila podmienka zo zadania. Vyberme si jeden (Tubovolny) riadok tejto tabulky a oznafme a; ¢islo v i-tom

policku tohto riadku. Policka indexujeme celymi ¢islami. Dalej nas bude zaujimat hodnota na poli¢ku s indexom 0 a niekolko
nasledujicich policok v nami zvolenom riadku. Nech a9 = N.

Vieme, ze sucet a1+as+- - -+ay je delitelny N+1, kedze su to ¢isla v obdizniku N x 1. Tak isto aj sucet any1+anyot-- +asn
je delitelny N + 1. Dalej vieme povedat, ze ag + a1 + a2 + -+ + azn je delitelné 2N + 2, kedZe st to ¢isla v obdlzniku
(2N + 1) x 1. No potom je tento stucet zrejme delitelny aj N + 1.

Ked si toto vSetko ddme dokopy, tak zistime, Ze aj
(a0 +a1+az+---+aen) — (a1 +az+-- +an) — (ant1 +any2 + - +aony) =ag =N

je delitelné N + 1. To je vsak spor, pretoze N + 1 nedeli N, pre ziadne prirodzené ¢islo N. Preto sa nasa tabulka takto
vyplnit neda.

Komentar: Uloha nebola tazkd, bolo treba len sa popasovat s nekoneénom. Vo vzoraku vidite jednoduchy a elegantny
sposob, ako riesenie zapisat. Je zalozeny na tom, Ze si najprv vyberiete jedno Cislo, a v zavislosti od neho néjdete tri
obdlZniky a méte hned spor. Odpadaju tak vsetky problémy s formuldciami typu, ,no a podobne dostaneme to, ze by
museli byt vSetky cisla delitelné vsetkymi ¢islami, ¢o sa nedd“. Samozrejme, Ze to nie je nespravne, ak to napisete inak, ale
niekedy proste posobi to lepSie, ak viete rieSenie napisat takto. Aspon tu by som chcel pochvalit Mimiho Hanusa a Misa
Masrnu za rieSenie napisané tymto spdsobom.

Autori vzorovych rieseni: Floridn Hatala, Matts Hlavacik, Henrieta Michelova, Roman Stano, Peter Kovacs, Daniel
Ondus, Martin Vodicka, Jakub Genci
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Zadania tloh zimného semestra 42. ro¢énika

Nezabudni si vytvorit &i aktualizovat profil na https://seminar.strom. sk.

Druha séria

2 Termin odoslania riegenf: 20. 11. 2017

1. Celé &isla a, b, ¢ spliiajii rovnost a 4 b + ¢ = be. Dokéite, 7e ¢islo (a + b)(a + ¢) je delitelné 4.

2. Deti st rozdelené do 3 timov — ¢erveného, zeleného a modrého. Na zacdiatku je v ervenom time c deti, v zelenom z deti
a v modrom m deti. Ked sa stretni dve deti z roznych timov, tak sa obaja pridaju k timu tej farby, ktord nemal ani
jeden z nich. V zavislosti od ¢, m, z zistite, ¢i je mozné, aby po case skoncili vsetky deti v jednom time.

3. Biliardovy stol ma tvar obdlznika ABCD. Nech XKLMNX je draha biliardovej gule, ktord sa z bodu X dostane po
odraze od vsetkych styroch stran biliardového stola naspéat na pévodné miesto, t.J. body K, L, M, N lezia postupne na
strandch AB, BC, CD, DA. Dokézte, ze KLMN je rovnobeznik a dlzka cesty nezavisi od polohy bodu X. Vyjadrite
ju.

4. Na tabuli je napisanych n > 3 réznych prirodzenych ¢isel, ktoré si nanajvys (n — 1)!. Pre kazdu dvojicu ¢isel a > b na
tabuli si do zoSita zapiSeme ¢iastoény podiel (vysledok po celoéiselnom deleni) éisel a a b. (Teda ak a =47 a b =17, tak
si zapiSeme 6.) Dokdzte, Ze sme si do zoSita zapisali asponi 2 rovnaké Cisla.

5. Nech « je dané redlne cislo. Najdite vsetky funkcie f : R — R také, ze pre vSetky redlne Cisla z, y plati

(flz+y)flz—y) ="+ ayf(y).

6. ABCD je rovnobeznik s ostrym uhlom DAB. Body A, P, B, D lezia na jednej kruznici v tomto poradi. Priamky AP
a CD sa pretinaju v bode Q. Bod O je stred kruznice opisanej trojuholniku C'PQ. Dokéazte, ze ak D # O, tak priamky
AD a DO st na seba kolmé.

Mohlo by sa hodit...

Geometria

Talesova veta: Trojuholnik ABC je pravouhly s pravym uhlom pri vrchole C' prave vtedy, ked AB je priemerom kruznice
opisanej trojuholniku ABC.

Veta o obvodovom a stredovom uhle: Majme oblik AB na kruznici so stredom S. Uhol ASB sa nazyva stredovy uhol
k obliku (nad tetivou) AB. Nech X je lubovolny bod na dlhSom obliku AB, potom uhol AX B sa nazyva obvodovy k
obliku (nad tetivou) AB a jeho velkost je rovnaka pre kazdu polohu bodu X, a to polovica velkosti prislusného stredového
uhla.

Tetivovy Stvoruholnik: Tetivovy Stvoruholnik je taky, ktorému sa dé opisat kruznica. Stvoruholnik je tetivovy prave
vtedy, ked je stucet velkosti jeho protilahlych vnitornych uhlov 180°.
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Nerovnosti
KA - nerovnost: Pre kladné redlne ¢&isla zq, 2o, ..., z, plati, Ze ich kvadraticky priemer je va¢si, nanajvys rovny (pri¢om
rovnost nastéva prave vtedy, ked xqy = 9 = - -+ = x,,), ich aritmetickému priemeru, t.j.
e} 4 tak w e+
1 n > 1 Ty
n n
AG - nerovnost: Pre kladné redlne ¢isla a1, 2o, ..., @, plati, Ze ich aritmeticky priemer je va¢si, nanajvys rovny (pricom
rovnost nastéva prave vtedy, ked 1 = x9 = --- = x,,), ich geometrickému priemeru, t.j.
3'/-1 + e + xn ]
- 2 Yxy T,
n
GH - nerovnost: Pre kladné redlne ¢isla a1, a9, ..., @, plati, Ze ich geometricky priemer je vicsi, nanajvys rovny (pricom
rovnost nastava prave vtedy, ked ©1 =z =--- = xn), ich harmonickému priemeru, t.j.
n > n
‘rl DRI xn = 1 1 1 .
ot e T T
Vseobecna priemerova nerovnost: Pre kladné redlne ¢isla x1, xo, ..., x, definujeme ich priemer p-tého radu ako
ofah + - ah
- .
Priemer p-tého rddu ¢&isel a1, xo, ..., 2, je VACSi, nanajvys rovny (rovnost nastdva prave vtedy, ked z; = xo = -+ = x,,),

ich priemeru g-tého radu prave vtedy, ked p > ¢, t.j.

i,/a:zlj—i— —|—x£ > </x‘f—|—... —|—x%
n = n '

Pozndmka. KA, AG a GH nerovnosti st Specidlnymi pripadmi vSeobecnej priemerovej nerovnosti.

Funkcionalne rovnice

Tato tématika sa na strednych skoldch velmi nevyuéuje, ale nie je to ni¢ komplikované. Ulohou je len naJst vsetky funkcie,
ktoré budu spliiat zadanie. Najsilnejsia zbrafi, ktortt mame v rukéch, je to, ze hladans funkcia spliia dand rovnost pre
vsetky hodnoty premennych z jej definicného oboru. Preto moézeme funkcionalnu rovnicu riesit tak, ze skisime za z a y
dosédzat konkrétne hodnoty alebo vyrazy. Takto odvodime nutné podmienky, ktoré mus{ hladand funkcia spiiiat. Nejde
vsak o podmienky postacujice, a preto je potrebné vyslednu funkciu do rovnice dosadit a urobit skusku. Viac o tom, ako
riesit takéto tlohy najdete napriklad tu: https://old.kms.sk/~mazo/matematika/funkcionalne_rov.pdf.

Matematicka indukcia

Ak sa snazime nie¢o dokazat pre vSetky prirodzené ¢isla poc¢nic niektorym, sta¢i ndm ukazat platnost nasho tvrdenia pre
toto pociatocné ¢islo a potom ukazaf platnost tvrdenia: ,ak nase tvrdenie plati pre ¢islo n, potom plati aj pre ¢islo n + 1
Zakladna myslienka takéhoto dokazu sa ¢asto ukazuje na domine. Niekedy sa tieto kvadre stavaju do dlhého radu tak, aby
kazdy pri svojom péade so sebou stiahol na zem aj svojho bezprostredného suseda. Potom na to, aby spadli vsetky kocky,
postadi zhodenie prvej z nich. Inak povedané, ak vieme, Ze n. kocka zapri¢ini pad (n+1)., sta¢f ndm zapri¢init pad 1. kocky
radu.

Dirichletov princip

Majme n predmetov a m priehradok. Chceme poukladat predmety do priehradok tak, aby kazdy predmet bol v prave jednej
priehradke. Dirichletov princip je jednoduché tvrdenie, ze ak je n > m (predmetov viac ako priehradok), tak potom v aspon
jednej priehradke budi aspoii dva predmety (v silnejSej verzii vieme tvrdit, Ze pri n priehradkach a aspon kn+ 1 predmetoch
(pre prirodzené k) existuje priehradka s k + 1 predmetmi).

Tato formuléacia mdze zniet neprakticky, no v rdéznych tlohach méze byt tento princip uzito¢ny. Predstavte si napriklad ¢isla
ako predmety a zvysky po deleni m ako priehradky. Vyriesite tak tlohu: dokazte, ze z Iubovolnych 11 prirodzenych ¢isel
viete vybrat dve, ktorych rozdiel kon¢i nulou.
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Poradie po 1. sérii Zimného semestra 42. roc¢nika
P. Meno a priezvisko Kat. Skola 1. 2. 3. 4. 5. 6.|H]|CS
1. -2 Samuel Krajci S3 GAlejKE 9 9 9 9 9 9|05
Martin Stevko S3 GAIGKE |9 9 9 9 9 9|0 | 54
3. - 4. Norbert Michel S1 GPostKE |9 9 7 3 9 9| 0| 52
Timea Szollésovd S2 GAMCA |8 9 9 9 - 9]0 52
5. Michal Masrna S2 GPostKE 8 9 8 9 9 10| 51
6. Matej Hanus S2 GPostKE 9 6 9 9 - 9|0 48
7.-8 Martin Masrna S4 GPostKE 8 8 9 9 - 910143
Matej Mogko S3 GAMCA |8 9 8 9 9 - |0] 43
9. - 14. Viktoria Brezinova S3 GAlejKE 9 9 9 9 - - |10/ 36
Tomas Chovancak S2 GPostKE 9 9 0 9 - 90|36
Radovan Lascsak S2 GPostKE 9 9 - 9 - 9101 36
Frederik Ténai S1 |SGKatPKE |9 9 - 9 - - |0 36
Patrik Palovcik S2 GPostKE |9 9 - 9 - 9|0/ 36
Roberta Jurikova S3 GVBN 9 9 9 9 - 0| 36
15. - 16. Lujza Milotova S1 GPostKE |9 8 - 9 - - |0] 35
Stefania Glevitzkd | S3 GVBN 8 9 9 9 - -]0]35
17. - 18. Rébert Sabovéik S2 GPostKE 7T 9 8 9 - - 10|33
Timea Jakubdcyova S1 BGMH 0o 6 8 9 1 -1]0]33
19. - 21. Jakub Farbula S1 GAlejKE 6 7 - - 9 - |0]31
Maximilidn Pandy 79 GMaraKE | 8 5 - 9 - - |0 31
Dorota Porubska S2 GLeoBJ 5 8 9 0 - 9]0 31
22. Matis Masrna 79 ZKrodKE |4 8 - 9 - - 10 30
23. Martin Spisak S4 GAlgjKE 9 9 2 9 - -]101]29
24. - 31. Martin Nemjo S1 GAlejKE 6 3 -9 - 10|27
Branislav Pastula S2 GPostKE 9 9 - 9 - - 1027
Martin Albert Gbuar S2 GPostKE 9 9 - 9 - - |0]|27
Samuel Novak S2 GPostKE 9 9 - 9 - - |0]|27
Jan Richnavsky S1 GPostKE -8 - 9 - 11027
Toméas Hulla S1 GJGTBB -9 - 9 - - 10127
Miroslav Molnar S1 GAMCA -9 9 0 - -1]10]27
Matej Urban S1 GAMCA -9 9 - - -10] 27
32. - 37. Martin Mihalik S3 GAlejKE 8 9 - 9 - - 10126
Michaela Dlugosova S4 GKukuPO |8 9 - 9 - - 101 26
Benjamin Mravec S2 GPostKE -8 - 9 - 9|01 26
Miriam Magociova S2 GPostKE |9 8 - 0 - 9|0/ 26
Peter Ridilla S2 GPostKE |8 9 - 9 - - | 0] 26
Martin Polyacsko S1 GAlejKE -7 - 1 9 0| 26
38. - 40. Juraj Jursa S4 LEAF 8§ 8 - 9 - - |10|25
Klara Hricova S1 GPostKE 6 9 - 1 - - 10|25
Jakub Pravda S2 SpMNDaG |8 8 - 9 - -0/ 25
41. Filip Csonka S3 GAlgjKE 7T 8 - 9 - -]10)|24
42. Michal Vorobel S1 GJarPO -4 - 9 - - 10] 22
43. - 44. Kristina Bratkova S4 EGJAK 1 8 3 9 - -]0]21
Lenka Hake S1 GAlejKE 8 4 - 1 - - |07]21
45. - 46. Dominika Nguyen S1 GPostKE |3 8 - 1 - - ]01] 20
Dusan Oberta S2 GSkoSnV - 8 0 9 0 3|]0]20
47. Bianka Simkové S1 | GPostKE |1 4 0 7 - 00|19
48. - 50. Matej Tarca S2 GPostKE -9 - 9 - -0 18
Marek Koman S4 GAlejKE - - - 9 9 0] 18
Bruno Jakubov S1 CGSMSnV | - - - 9 - - |0 18
51. Katarina Demdcakova | S2 GPostKE -8 - 9 - -1]10]17
52. - 4. | Michaela Rusndkova | Sl GAlejKE 8 0 - - 0 - |0]|16
Gabriela Genciova S1 GPostKE - 8 - 0 - -1]0]16
Jakub Duchaj S1 GAMCA |- 8 - 0 - -0/ 16
55. Tomas Krupa S2 GPostKE -5 1 9 - -1]10]15
56. Ondrej Tom4asik S1 GJGTBB - - 6 - - - 0] 12
57. Erik Rehulka S2 | SpMNDaG |9 0 - - - -0 9
58. Martin Andri¢ik S1 GPostKE - - - 1 - 3]0 7
59. Martin Starovic¢ S2 SpMNDaG | 0 5 - 1 - 0| 6
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P. Meno a priezvisko | Kat. Skola 1. 2. 3. 4. 5 6.|H|CS
60. Miroslav Macko S2 LEAF 1 4 - - - -10] 65
61. Peter Mento S2 GPostKE | - 4 - 0 - 01]0]| 4
62. Simona Gibalova 79 GAlejKE - - - 1 - -101 2
63. Tomas Ganz S2 | SpMNDaG |0 - 1 0 - - |0] 1
64. - 65. Ondrej Piroh S4 SPSMT - - - - - 01]0/|0O
Filip Tumidalsky S1 GAlejJKE - - - 0 - -101]0
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