Cislo 2 Zimny semester 47. ro¢nika (2022,/2023)

STROM

KoreSpondenény matematicky seminar

Ahoj!

Tvojmu pohladu zjavne neuniklo d'algie vydanie STROMu, v ktorom néjdes nielen poradie po prvej sérii tohto semestra,
ale aj naSe vzorové rieSenia. Nezabudaj vSak, Ze sme eSte len v polcase, tak uréite nepolavuj a pusti sa do druhej série.
S radostou ocakavame tvoje dalsie rieSenia!

STROMisti
1 Opravovali: Timka Sz61l6sova a Michal Masrna I
e Pocet rieSeni: 69 NajkrajSie rieSenie: Eva Kraj¢iova R

Majme trojuholnik ABC'. Stred strany BC ozna¢me E a stred strany AC oznatme D. Aky je obsah trojuholnika DEC, ak
|CD| =5, |DE|=5a |AE| =87

RieSenie

10

Bod D je stred strany AC, takze |AD| = |CD| =5 a |AC| = 5+ 5 = 10. Dalej DE je stredna priecka trojuholnika ABC' a
|AB| = 2 - |DE| = 10. Vsimnime si, ze |AC| = |AB|, a teda trojuholnik ABC je rovnoramenny so zakladiou BC. Taznica
AFE na zakladiu je zaroven vySka na tuto stranu, z ¢oho AEB aj AEC su pravé uhly. Z Pytagorovej vety v pravouhlom
trojuholniku AEC vieme dopoéitat, ze |CE| = \/|AC|2 — |AE|?2 = V102 — 82 = 6.

KedZze DE je stredné priecka, trojuholnik DEC je podobny s celym trojuholnikom ABC' v pomere %, takze vyska na stranu
EC v trojuholniku DEC bude dlha 8 - % = 4. Hladany obsah trojuholnika DEC' je rovny %—4 =12.

Komentar

Pri rieSeni tejto tlohy sa viacerym z vas pritrafilo zle interpretovat zadanie — domysleli ste si dlzku niektorej tsecky a tym
bud riesili aplne int tlohu, alebo si zjednodusili rieSenie presko¢enim niektorého kroku. Verime, Ze tu staéi pripomenut,
Ze treba dvakrat ¢itat a raz kreslit. :)

Niektori z vés sa zas vybrali cestou goniometrickych funkcii. RieSenie pomocou nich pravdaze nemusi byt zlé, avSak v tom
pripade sa musime vyhnut zaokrihl'ovaniu. Radou by teda bolo bud sa naudit pracovat s goniometrickymi funkciami natol'ko
dobre, aby ste ich nepotrebovali vy¢islovat, pokial nemaji tabulkov hodnotu (napriklad ovladanim viacerych identit), alebo
sa im jednoducho vyhnut. Verte ¢ nie, pri vyberoch tloh dbame na to, aby sa dali vyriesit synteticky (t. j. nie analyticky
ani pomocou goniometrickych funkeii). ;)
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2 Opravovali: Erik Novak a Matas Masrna I
o Pocet riegeni: 63 Najkrajsie riesenia: Lubomir Vargovéik a Lucia Klei¢ova I

Majme nezaporné realne Cisla a a b, pre ktoré plati a + b = 1. Dokazte, Ze plati:

a najdite vSetky dvojice (a,b), pre ktoré nastava aspoil v jednej nerovnosti rovnost.

Riesenie
Dokézme obe nerovnosti samostatne.
Najskor dokazeme, ze
a’ + b3
a’?+b2 ~
Vyraz (a® + b?) si vieme rozlozit na (a + b)(a® 4+ b> — ab). Potom vd'aka podmienke zo zadania, Ze (a + b) = 1, vieme celi
nerovnost prepisat:
212 _
a®+ b —ab <1
a?+v>

ab <
a2 + b2 =1

ab
<
a? + b2 =0

Teraz a a b st nezaporné a ¢itatel je nezaporny. Menovatel je sti¢et dvoch druhych mocnin, teda je nezaporny. Lava strana
je tym padom vzdy nekladné a nerovnost vzdy plati. Rovnost nastéva, ak je ¢itatel 0, ¢o je prave vtedy, ked a = 0 alebo
b=0.

Teraz dokazme, ze

Znovu upravme pomocou rozkladu:
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0<(a—0b)?

Na pravej strane je druh& mocnina, ktora je nezaporné, a nerovnost vzdy plati. Rovnost nastava, ked a = b, ¢ize pretoze
a+ b =1, nastava vtedy, ked a =b = %

Dokazali sme obe nerovnosti, ¢im sme dokazali platnost celého vyrazu. Niektora z rovnosti nastava v pripadoch, kde a = 0
ab=1,a=lab=0aleboa=1/2ab=1/2

Komentar
Mmnohi ste sformulovali obstojny dokaz, o nas velmi tesi. Casto sa viak opakovala jedna chyba, za ktort sme nemohli body
nestrhnut a radi by sme na fu v8etkych aj do budicna upozornili, a to overenie podmienok.

Totizto v mnohych rieseniach doslo k Gprave nerovnice vydelenim vyrazom 1 — 2ab (alebo podobnym) bez ukéizania, Ze to
neobrati znamienko nerovnosti (teda, Ze dany vyraz nie je zaporny).

Toto je chyba, ktora nastane velmi jednoducho a pritom vas moze stat niekolko bodov napriek tomu, Ze odhliadnuc od nej
je dokaz tplne korektny alebo dokonca pekny.
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3 Opravovali: Martin Masrna a Jano Richnavsky I
o Pocet rieSeni: 47 Najkrajsie rieSenie: Michal Vodicka ]

Uvazujme Sachovnicu o rozmeroch k x [, kde k a [ st kladné celé ¢&isla:

a) Dokazte, 7ze ak k,l > 2 a kl je delitelné 8, potom vieme Sachovnicu pokryt kockami v tvare domina 2 x 1 tak, aby bol
pocet vodorovne uloZenych kociek rovny po¢tu zvislo ulozenych kociek.

b) Dokéazte aj tvrdenie opaénym smerom, a teda, Ze ak vieme Sachovnicu pokryt vysSie zmienenym spodsobom, potom
k,l > 2 a zaroven kl je delitelné 8.

RieSenie
a) Ak 8| kl, mame dve moZnosti.
e Mozno k aj [ st parne (jedno z nich musi byt delitelné 4, to nas ale teraz nemusi zaujimat). Potom si Sachovnicu

vieme rozdelit na n Stvoréekov 2 x 2. Kazdy Stvor¢ek zabera 4 policka, preto 8 | 4n, a teda n musi byt parne.
Polovicu stvoréekov potom pokryjeme horizontalnymi a polovicu Stvoréekov pokryjeme vertikdlnymi dominami.

e Inak jedno z ¢isel je neparne a to druhé je delitelné 8. Neparne ¢islo musi byt minimélne 3, bez ujmy na vSeobec-
nosti teda nech rozmer Sachovnice je (3 4+ 2a) x 8b kde a,b € Ny. Oblast 3 x 8 vieme pokryt ako na obrazku.

Potom oblast 3 x 8b pokryjeme spojenim tychto utvarov. No a zvySok Sachovnice, teda oblast 2a x 8b pokryjeme
parnym poctom Stvoréekov 2 x 2 ako v predchédzajicej moznosti. Celi Sachovnicu teda vieme pokryt rovnakym
po¢tom horizontalnych a vertikalnych domino kociek.

b) Musi k,l > 2, inak by sme v niektorom rozmere nemohli umiestnit ani jednu kocku, a preto by bol celkovy pocet
kociek 0 a Sachovnica by neexistovala. Nech je poet vodorovne umiestnenych kociek n (po€et zvislo umiestnenych
je rovnaky). Potom je spolu 2n kociek a 4n poli¢ok, a teda aspoii jeden z rozmerov musi byt parne ¢islo. Bez ujmy
na vieobecnosti nech to je vyska. To znamena, 7e Sachovnica ma parny pocet riadkov a v kazdom stlpci je parny pocet
poli¢ok. Stlpce si striedavo ofarbime dvomi farbami (ako na obréazku):

Vidime, Ze horizontalne domino zaberie po jednom poli¢ku z kazdej farby a vertikilne domino zaberie vzdy dve policka
rovnakej farby. Z kazdej farby je parny pocet poli¢ok (lebo farbime celé stipce a kazdy z nich ma parny pocet policok).
Vertikilne domina spolu zabert parny pocet policok nejakej farby, a teda aj horizontalne dominéd musia spolu zabrat
parny pocet policok tejto farby. A kedZe kazdé z nich zaberie prave jedno, znamenéa to, Ze horizontalnych domin je
parny pocet. Pretoze n je parne, tak kl = 4n je delitelné 8 a dokaz je hotovy. Ak by parny rozmer nebola vyska, ale
Sirka, dokaz by bol rovnaky, iba by sme ofarbili riadky a zamenili vertikdlne a horizontalne dominé.
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Komentar

Prva ¢ast ulohy zvladol takmer kazdy. Obécas sa stalo, Ze v pripade jedného nepérneho rozmeru riesitelia jeden riadok vyplnili
iba horizontalnymi dominami a zvySok rozdelili na Stvorce 2 x 2, no neukazali, Ze ich bude nutne dostatok na vyrovnanie
poctov jednotlivych typov — za to sme body nestahovali, avSak davajte si na podobné pripady v budicnosti pozor.

Druhé ¢ast ulohy bola uz komplikovanejsia — tomu zodpoveda aj velkd rozmanitost pristupov k rieSeniu a fakt, Ze tito cast
mnoho riesitelov nedotiahlo do konca. Castym problémom bolo to, Ze riesitelia si v tejto ¢asti rovnako ako v prvej skladali
Sachovnicu a cez takto vyskladané Sachovnice sa snazZili ukazat to, ¢o potrebovali dokdzat, a Casto pri tom pouzivali vicsie
utvary (predvyplnené Casti Sachovnice 2 x 2 alebo 4 x 2), z ktorych sa Sachovnica vobec nemusi skladat. RieSenie tak ani
zdaleka nemoze vieobecne vysvetlit, preco akdkol'vek Sachovnica, ktora mé rovnaky pocet vertikdlnych a horizontélnych
kociek, musi mat obsah delitelny 6smimi.

Pri takychto tlohéach je velmi délezité si uvedomit smer implikéicie, ktort dokazujeme, a s ¢im pracujeme, aby sa nestalo,
Ze smery zamieSame a nakoniec z toho nevzide ni¢ prospesné.

Napriek tomu, Ze rieSenia sa vzajomne naozaj roznili, ich do kone¢ného devitbodového stavu priviedol statoény pocet
riesitelov.

4 Opravovali: Viki Brezinova a Dano Ondus I
e Pocet rieSeni: 42 Najkrajsie rieSenia: Jakub SoSovicka a Viera Glevitzka i I —

Lienka sedi na ¢isle 0 na ¢iselnej osi. Kazdt sekundu sa pohne dolava alebo doprava o vzdialenost 2~!, kde z oznacuje,
kol'ko sekiind ubehlo od zaciatku (teda po prvej sekunde sa pohne o 1, po druhej o 2, po tretej o 4...).

a) Na ktoré ¢isla n na ¢iselnej osi vie lienka stupit?

b) Pre ktoré ¢isla n na ¢iselnej osi plati, Ze existuje nekoneéne vela roznych ciest (postupnosti pohybov lienky), ktorymi
sa lienka vie dostat na ¢islo n?

RieSenie

Po prvej sekunde sa lienka dostane na neparne ¢islo a nasledne sa stale bude pohybovat o parne ¢isla, preto sa po kazdom
dalsom pohybe znova dostane len na nepéarne ¢islo. Z toho vyplyva, Ze lienka nevie stipit na ziadne parne &islo (okrem 0,
kde stala na zaiatku).

UkaZzeme si matematickou indukciou, Ze lienka vie po  sekundéach stat na T'ubovolnom kladnom neparnom é&isle z od —2% +1
do 2% — 1 vratane. Po prvej sekunde to plati, pretoZze jednym pohybom sa vie dostat na —1 alebo 1.

Teraz prejdeme na indukény krok. Predpokladajme, Ze po x sekundéch vie stat na Tubovolnom neparnom é&isle od —2% + 1
do 2% — 1 vratane. Chceme ukazat, Ze po = + 1 sekundach vie staf na I'ubovolnom kladnom neparnom &isle od —2% 1 + 1
do 2%+ — 1 vratane. Ked sa v  + 1. sekunde pohne o 2% doprava z kaZdého nepéarneho &isla, na ktorom z indukéného
predpokladu vedela stat po x. sekunde, tak sa dostane na kazdé neparne ¢islo od —2% +1+2% =1do 2% —1+42% =27+ _ 1,
Ked sa v z + 1. sekunde pohne o 2% dolava z kazdého neparneho &isla, na ktorom z indukéného predpokladu vedela stat po
x. sekunde, tak sa dostane na kazdé neparne éslo od —2% 41 — 2% = —27+1 + 1 do 2% — 1 — 2 = —1. Vd'aka tomu vidime,
7e po x + 1. sekunde vie naozaj stat na kazdom neparnom &sle od —22+1 + 1 do 2*+! — 1 vratane.

Zostéva zistit, pre ktoré z nich existuje nekonecne vela roznych ciest.

Zoberme si Tubovolné neparne ¢&islo k. Potom existuje kladné &islo [ také, ze —2! < k < 2!, Z toho, ¢o sme si ukazali
vyssie, vieme, Ze lienka vie stat na &isle k po [ sekundach, ale takisto aj po lubovolnom inom pocte sektnd vacsom ako .
To znamen4, Ze sa na kazdé neparne ¢islo vie dostat nekoneéne vela roznymi cestami.

Iné rieSenie
Ukézeme, Ze lienka vie sko¢it na kazdé kladné neparne ¢islo — na zaporné sa vie dostat zmenou smeru krokov.

Ak by lienka spravila prvych [ skokov doprava, tak by stala na ¢isle 2! — 1, kedze 14+2+--- + 271 = 2! — 1. Pre kazdy skok
dizky m < 1, ktory spravi dol'ava, sa tento stucet znizi o 2m, kedze m nielen nepripoéitame, ale aj od¢itame. Plati, Ze kazdé
kladné neparne &islo n vieme zapisat ako n = 2! — 1 — 2k pre kazdé [ také, ze 2' — 1 > n. Preto chceme vybrat skoky dolava
tak, aby sucet ich dlzok bol k. Na to sa staci pozriet na reprezentaciu &isla k v binarnej ststave, ktora existuje pre kazdé
kladné celé &islo, a vybrat miesta s jednotkou.

Ze pre kazdé neparne &islo existuje nekoneéne vela ciest, vyplyva z toho, Ze pre kazdé neparne n je nekonecne vela vyhovu-
jacich [ a ku kazdému z nich vieme najst vhodné k.
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Komentar

Vicsina z vas zvladla spravne zodpovedat na obe otazky, body ste stratili hlavne pri pokuse ukézat, ze po prvych z krokoch
vie lienka stat na l'ubovolnom neparnom ¢isle od —2% + 1 do 2% — 1 vratane. To, Ze to plati pre prvych niekolko x,
eSte nezarucuje, Ze to bude platit pre v8etky. Pouzitie indukcie bolo v tomto pripade pomerne priamociare, a tak verime,
7e nabudiice vam uSetri ¢as a ziskate vdaka nej devat bodov.

Opravovali: Mimi Hanus a Martin Stevko I
e Pocet rieSeni: 21 Najkrajsie rieSenie: Richard Vodicka oo .

Majme trojuholnik ABC'. Na strane AB zvolme bod X roézny od A a B. Prieseénik doty¢nice v bode X ku kruZznici opisane;
trojuholniku X BC' so stranou AC ozna¢me K a prieseénik dotyc¢nice v bode X ku kruznici opisanej trojuholniku AXC' so
stranou BC' ozna¢me L. Dokézte, ze AB je rovnobezna s K L.

Riesenie

C

Kedze LX je doty¢nica ku kruznici opisanej AAXC, z tsekovych uhlov (vid Mohlo by sa hodit) medzi tetivou CX a
doty¢nicou LX vieme, Ze |[<LXC| = |<XAC|. Obdobne pre doty¢nicu KX a tetivu CX plati |[<KXC| = |<XBC|.

Vsimnime si, Ze bez ohladu na polohu bodu X buda A a L aj B a K v opa¢nych polrovinach danych priamkou C X, takze
sa nam nemoze stat, Ze si vyberieme obvodovy uhol, ktory je doplnkom k nasmu tsekovému.

Teraz sa pozrime na <K X L. Pretoze aj body K a L budu vzdy v opaénych polrovinach danych C'X a sucet vnutornych
uhlov trojuholnika je 180°,

|<KXL| = |[<KXC| +|<LXC| = |[<XBC| + |aX AC| = 180° — |[<ACB| = 180° — |[<KCL)|.

To vsak znamené, Ze §tvoruholnik K X LC mé sucet protilahlych uhlov 180°, a preto je tetivovy. Potom z obvodovych uhlov
nad tetivou LC este |[<LKC| = |[<LXC| = |<XAC|. Tu <LKC a <XAC st suhlasné uhly, odkial AB || KL.

Komentar

V rieSeniach tejto dlohy sa vyskytovala jedna nepozornost opakujica sa pri rieSeni geometrickych tloh, a to prehliadnutie
existencie viacerych konfiguracii. Konkrétne viacero Tudi pouZilo stredovy uhol a potom z neho vypoéitalo uhly v rovnora-
mennom trojuholniku s vrcholom v strede kruznice, ale pritom nezvézilo, ¢o sa stane, ak stredovy uhol daného oblika bude
priamy alebo vacsi, pretoze obvodovy uhol bol pravy alebo tupy. Za toto sa udeloval bodovy trest.

Okrem skuto¢ného rozobrania viacerych pripadov sa mu da vyhnut aj spisanim takmer rovnakého rieSenia mierne odlisnym
postupom, ktory na tuto prekazku nenarazi (¢o spravili vietky deviitbodové riegenia). Druha moZznost je ¢asto lahkou cestou,
takZe sa nezdrahajte hladat alternativnu formulaciu, aj ked uZ ste jednu nasli.


https://seminar.strom.sk/media/uploads/mohlobysahodit.pdf
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6 Opravovali: Mato Gbir a Kristin Mislanova I
o Pocet rieseni: 25 Najkrajsie rieSenie: Marek Horvath B oeeoen

Existuja tri celé &isla a, b, ¢ také, Ze a a b maju prave 800 spolo¢nych delitelov, a a ¢ majia prave 960 spolo¢nych delitelov
a a, b a ¢ maju prave 420 spolo¢nych delitelov?

RieSenie

Spomenme, Ze v rieSeni budeme pracovat s tym, Ze delitele maja byt kladné. Ak ste vSak riesili ilohu aj so zapornymi
delitelmi, tak to $lo uplne analogicky.

Na zaciatok si uvedomme, Ze ¢isla a a b maja prave tolko spoloénych delitelov, kol'ko delitel ov mé najvacsi spoloény delitel
a a b (oznacujme NSD(a,b)). MoZeme teda ulohu preformulovat na to, ze hladame a, b, ¢ také, Ze pocet delitelov NSD(a, b)
je 800, pocet delitelov NSD(a,c) je 960 a pre NSD(a,b,c) je to 420.

Nech také ¢isla a, b, ¢ existuju. ZapiSme si ich prvoéiselny rozklad (pri¢om ak sa nejaké prvoéislo v niektorom z nich
nevyskytuje, tak dany exponent bude rovny 0).
a :p?lpg2 .. pgk
b :p§1p232 . 'pfk

V1,72 Vi
C=DPy PPy

Nasledne vieme l'ahko napisat, ako budi vyzerat ich najvacsie spolocné delitele. V najviac¢som spoloénom deliteli je kazdé
prvocislo umocnené na najvyssiu mocninu, ktoré sa nachadza vo vSetkych ¢&islach.

NSD(a,b) = p;nm(oclﬁl)p;nin(azﬁz) - .pZ””(‘X"’B’“)
NSD(a,c) = pvlmn(aml)p;mn(azm) B .p;nm(ak,yk)
NSD(a,b,c) = p;m’n(oq751771)p;nm(a2ﬁ27’72) B .p;nm(ak,ﬁk,%)
Teraz si uz ostava len uvedomit ako zratat pocet delitelov tychto &isel. Vo vieobecnosti pocet delitelov &isla = ¢f'g5? ... ¢o»

je (a1 +1)(az +1)...(an+ 1), rozmyslite si preco. Takze postupne pre ¢isla NSD(a,b), NSD(a,c), NSD(a,b,c) vyjadrime
pocet ich delitelov a dostavame:

(min(aq, B1) + 1) (min(ag, B2) + 1) ... (min(ay, Bi) + 1) = 800 = 2° - 52
(min(aq,v1) + 1) (min(ag, v2) + 1) ... (min(ag, ) +1) = 960 = 2% -3 -5
(min(aq, B1,71) + 1) (min(ag, Ba,v2) + 1) ... (min(ou, B, 1) + 1) =420 =22-3.5.7

Kedze 420 je delitelné 7, tak musi existovat také i, ze zatvorka (min(a;, 8;,7:) + 1) je delitelna 7. Z toho vyplyva, Ze bud
(min(ay, B;) + 1), alebo (min(ay, ;) + 1) je delitelné 7. No to néasledne z prvych dvoch vyjadreni implikuje, Ze bud 800,
alebo 960 je delitelné 7, ¢o je spor. Z toho vyplyva, Ze takéto hladané &isla a, b a ¢ neexistuji.

Komentar

Nebojte sa Sestiek! Uloha sice vyzadovala isté znalosti z teérie &isel, no ti, ktori sa do nej pustili, sa vii¢sinou dopracovali
k deviitbodovému rieSeniu, ktorych pocet nis naozaj tesi. :) Ak ste devit bodov nedostali, bolo to zvid¢Sa preto, Ze ste
niektoré vaSe myslienkové procesy dostatoéne nevysvetlili. Skuste si v budtcnosti pri pisani rieSenia predstavit, Ze postup
vysvetlujete niekomu, kto tito tlohu vyriesit nevie. Takto nielen sa vyvarujete straty bodov, ale aj si overite, & vaSe rieSenie
dava zmysel.
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Zadania uloh zimného semestra 47. ro¢nika

Nezabudni si vytvorit ¢i aktualizovat profil na seminar. strom. sk.

Druhé séria
Termin odovzdania riefent: 21 . novembra 2022

Ak nevies pohnut d’alej s niektorou z tloh, skus sa pozriet na par tipov, ktoré najdes na nasej webovej stranke
seminar.strom.sk/media/uploads/mohlobysahodit.pdf.

1. Majme kladné celé &isla a, b, ¢, pre ktoré plati, ze a® 4 b3 + ¢ je delitelné 18. Dokazte, Ze abc je delitelné 6.

2. Nech ABCD je stvorec so stranou dlhou 1. Mimo neho majme body E a F' také, ze trojuholnik CED je rovnostranny
a trojuholnik CFD je rovnoramenny s uhlami velkosti 45 stupfiov pri zékladni C'D. Ozna¢me priese¢nik useciek CF' a
BE ako G a priese¢nik tuseciek CD a BE ako H.

a) Aka je dlzka usecky CH?

b) V akom pomere rozdeluje bod G usecku FC?

3. Miesta pri okruhlom stole st o¢islované zaradom od 1 po n tak, Ze 1 susedi na jednej strane s 2 a na druhej s n. K stolu
si postupne pride sadntut n Tudi, pricom kazdy ma priradené iné miesto. Na zaciatku si vSak ¢lovek s miestom 1 sadol
na ubovolné (nie nutne iné) miesto. Kazdy d'alsi ¢lovek si uz sadne na svoje miesto, pripadne na lubovolné najblizsie
volné miesto po obvode stola, ak je jeho miesto uz obsadené. Na ktorych miestach moze sediet ¢lovek s miestom n, ak
zvysni Tudia prichadzaja

a) v poradi od najmensieho ¢isla miesta po najvicsie, teda od 2 po n?

b) v Tubovolnom poradi?

4. Mame mriezku 7 x 7, ktord ma vyrezané vSetky Styri rohové policka.
a) Kolko najmenej poli¢ok musime zafarbit nacierno, aby neexistoval biely patpolickovy krizik?

b) Dokazte, Ze vieme do kazdého policka napisat celé &islo tak, aby sacet ¢isel v kazdom pétpolickovom kriziku bol
zaporny, ale celkovy sucet vietkych ¢isel v tabulke bol kladny.

5. Dokéazte, ze pre kazdé celé ¢islo n > 2 a kladné realne ¢isla =1 az x,
n+1 9 "
1+ 2w2 + - +nx, < 9 +x+a3+---+x,

a) v pripade, Ze 0 < z; < 1 pre v8etky i € {1,...,n},

b) pre lubovolné hodnoty z;.

6. Neprazdna mnozina M C Z je Mihdlova, ak splha nasledujicu podmienku: Ak z,y € M (aj ak x = y), potom aj
2%+ zxy +y? € M pre vietky z € Z. Najdite vietky dvojice nenulovych celych &isel m, n (vratane pripadov, kde m = n)
také, ze jedind Mihé&lova mnozina obsahujuca aj m aj n je Z.
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Poradie po 1. sérii zimného semestra 47. ro¢nika

Poradie | Meno a priezvisko Roc¢nik | Skola 1. 2. 3. 4. 5 6.|H|CS
1. - 6. Lucia Chladna S2 GAMCABA 9 9 9 9 9 90| 54
Oskar Hritz S4 GPostKE 9 9 9 9 9 90| 54
Toméas Kubricky S2 GPostKE 9 9 9 9 - 910 54
Adam Dzavoronok S4 GPostKE 9 9 9 9 9 90| 54
Martin Kopéany S4 GJChaBR 9 9 9 9 9 9]|0]| 54
Anna Podmanicka S2 GVarsZA 9 0 9 9 9 9|0 54
7. Simon Omanik S2 | GAMCABA 79 9 9 8 90|53
8.-9 Veronika Chovancova S4 PiarGTN 9 9 9 9 7 90| 52
Richard Vodicka S2 GAlgjKE 9 7 7 9 9 9]0 | 52
10. - 13. | Marek Horvath S2 GKonsPO 9 9 6 2 9 90|51
Eva Krajciova S1 GAlejKE 9 4 9 8 7 9]0 51
Jakub Sogovitka S4 SG Cenada 9 6 9 9 9 9|0 51
Andrej Znamenadcek S2 GAMCABA -8 9 8 9 91]0]51
14. Oliver Seman S1 GAlejKE 9 9 5 9 - 91050
15. Michal ITkovié S2 | GSMTSPO 9 9 7 7 9 -|0]|48
16. Natalia Cigasova S4 | GPostKE 9 6 9 9 7 6|0 46
17. - 18. | Viera Glevitzka S4 GVBNPD 9 9 9 9 9 010 45
Veronika Jakabova S1 GAlgjKE 9 9 3 6 - 90|45
19. Ondrej Kralik S2 GAlejKE 9 9 6 4 - 8]0 42
20. - 21. | Janka Urbanova 79 GAlejKE 9 9 2 2 9 30|41
Michal Vodicka 79 GAlejKE 9 7 9 - 7 - 10|41
22. Matas Pokorny S1 GAMCABA 9 9 9 1 - 0| 37
23. - 24. | Sara Gasparova S4 GAMCABA 9 9 9 9 -1 0| 36
Martin Bellug S4 | GAMCABA 9 9 - 9 - 9]0]36
25. - 26. | Veronika Vodickova S2 GAlejKE 9 9 4 - 9 - 10|35
Lucia Kles¢ova S2 GPostKE 9 9 9 4 - - 10| 35
27.-29. | Tomas Sukel S1 GAGLSHE 9 9 5 1 - =-1]10] 33
Matus Libak S2 GAlejKE 9 9 5 5 - - 10| 33
Alzbeta Klimentova S3 GPostKE 9 9 9 6 - - 0] 33
30. - 31. | Martin Dudjak S1 SMladPP 9 9 5 - - - 10| 32
Michal Urban S4 | GAMCABA 9 9 - 7 - 7|0/ 32
32. Sona Vasilova S2 GKukuPP 9 9 5 4 - - 10|31
33. - 40. | Stefan Vasak S4 | GPostKE 9 9 9 - - -|o0|27
Miriam Horvathova S4 | GStarMI 9 9 9 - - -|o0|z27
Oskar Cacara S1 GPostKE 9 9 - - - - 10127
Martin Smilhak S3 GAlejKE 9 9 - - 9 -1]0]|27
Branislav Jedim S3 GSkolSN 9 9 9 - - - |10 27
Samuel Vyrostek S4 SZS Moyzesova 17 | 9 7 2 5 - 40| 27
Jan Stupak S1 GAlejKE 9 9 - - - - 1027
Marek Istok S1 GJARMPO 9 6 2 4 - - 10|27
41. - 42. | Natalia Poliacikova S2 GPostKE 9 4 5 4 - - |01 26
Nina Anna Betakova S1 GAGLSHE 7 9 2 1 0 -]0] 26
43. Vladimir Slanina S2 GPostKE 9 9 - 7 - - |01 25
44. Natalia Tkacova S1 SMladPP 9 5 1 4 - - 0| 24
45. - 46. | Cubomir Vargovéik S4 GPostKE 9 9 5 - - -0/ 23
Viliam Geffert S4 GPostKE 9 9 5 0 - =-1]10]| 23
47. Sarah Klopstock 79 SpMN DaG 4 9 4 1 - 0|0] 22
48. - 51. | Katarina Farbulové S2 GPostKE 9 9 - - - - 10] 18
Peter Varga S2 GPostKE 9 9 - - - -10] 18
Toméas Boledovié 79 CZNarBA 9 1 4 - - - |0] 18
Matus Jonastik S3 | GAMCABA 9 9 - - - - ]o0]|18
52. Michal Almasi S4 GPMIAKE 8 9 - - - - 1017
53. - 55. | Bianka Gurska S3 GPostKE 9 7 - - - - 10|16
Terézia Stanova S3 EGJAKKE 9 7 - - - - 10]16
Adela Horvathova S3 GPostKE 9 7 - - - - 10]16
56. - 58. | Simon Borovsky S2 GAMCABA 9 6 - - - -1]01]15
Alica Cimrakova S2 BGMHSu¢ 9 6 - - - - 10|15
Michal Ferdinandy 79 GAlegjKE 9 1 2 1 - =-10]15
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Poradie | Meno a priezvisko Ro¢nik | Skola 1. 2. 3. 4. 5 6.|H|CS
59. Miroslava Pokorna S3 GAMCABA 5 9 - - - - 10| 14
60. - 61. | Erik Jochman S3 GAlgjKE 4 9 - - - -10] 13
Alexandra Kopcanyova S1 GJChaBR 9 1 1 1 - =-1]10] 13
62. Juraj Kramar S2 GAlegjKE g8 - 4 - - - 10 12
63. Paulina Tkac¢ova S2 SMladPP 9 - - 1 - -1]10]10
64. - 67. | Maxima Anna Alzbeta Bednaréikova S2 GAlejKE 9 - - - - 1019
Tomas Jakubec S2 TAkadSN 9 - - - -10 9
Katarina Polanska S2 CsS 8 - - 1 - 00| 9
Abigail Beblava S2 GAlejKE 9 - - - - -10 9
68. Kalista Semancova S2 GAGLSHE 4 2 1 - - -10 7
69. Ladislav Jakab S3 SOTBrKN 2 1 0 0 0 010 3
70. Frantisek Bublak 78 GABerSC 2 - - - - -10 2
Nazov: STROM — koreSpondenény matematicky seminar
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