Cislo 3 Zimny semester 47. ro¢nika (2022,/2023)

STROM

KoreSpondenény matematicky seminar

Ahoj!

Je tu dalsi ¢asopis STROMu, ktory prindSa vzorové rieSenia druhej série. Okrem toho, Ze je posledny v tomto semestri,
je vynimoé¢ny aj tym, Ze s nim prichddzaja aj pozvanky pre tych najlepSich z vas. Ti sa modZzu tesit na odmenu vo forme
tyzdiiového netradi¢ného sustredenia v obklopeni skvelymi tuc¢astnikmi a vedtcimi. Ak sa ti tam tentoraz nepodarilo dostat,
nezufaj. Pevne verime, Ze nabudtce sa s tebou uvidime!

STROMisti
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1 Opravovali: Viki Brezinova a Mimi Hanus _ I
o Pocet rieSeni: 52 NajkrajSie rieSenia: Jakub SoSovicka a Martin Kopéany . mem o

Majme kladné celé &isla a, b, ¢, pre ktoré plati, Ze a® + b3 4 ¢ je deliteIné 18. Dokézte, ze abc je delitelné 6.

RieSenie

Sporom dokazeme, Ze abc je delitelné 2 aj 3, z ¢oho vyplynie, Ze je delitelné 6.

Ak 2 nedeli abc, tak aj jednotlivé a, b a ¢ st neparne (2 je prvoéislo). Potom ale aj a®, b3 a ¢® st neparne, ¢ize aj ich stcet

je neparny, ¢o je spor s delitelnostou 18.

Ak 3 nedeli abe, opét aj jednotlivé tri ¢initele st vSetky nedelitelné 3 (aj 3 je prvocislo). To znamena, Ze kazdé z tychto troch
&isel dava po deleni 9 zvySok nedelitelny 3, to jest 1, 2, 4, 5, 7 alebo 8. V doésledku toho jeho tretia mocnina déava zvysok 1,
8, 1, 8, 1 alebo 8. Kazdopadne zvysok a® + b® + ¢ po deleni 9 musi takto byt 1 +14+1=3,1+14+8=10,1+8+8 =17
alebo 8 + 8 + 8 = 24. Ani jedna z tychto moZnosti nema zvysok 0, takze 9 nedeli a® + b3 + ¢3 a mame dalsi spor.

Iné riesSenie

(6k + 2)3 = 18- 12k3 4 18 - 6k%2 + 18k2?2 + 23, teda zvySok &isla po deleni 6 jednozna¢ne uréuje zvysok jeho tretej mocniny
po deleni 18. Konkrétne zvysky 0, 1, 2, 3, 4 a 5 vedd k zvySkom tretich mocnin 0, 1, 8, 9, 10 (—8) a 17 (—1) v tomto poradi,
Gize rozne k réznym.

Zvysok 0 po deleni 18 ako sucet troch z tychto kubickych zvyskov zapiSeme iba ako 0 +0+0, 0+ 1+ (—=1), 0+ 8 + (—8),
04+9+4+9, 14849 alebo 9+ (—8) + (—1) (prehladdme mozné sudty, vyhovuje iba tychto Sest). Ak pouZijeme do siactu
a® + b% 4 ¢ &islo so zvyskom 0 po deleni 18, v stéine abc mame tieZ ¢islo so zvygkom 0 po deleni 6. Ak pouZijeme &isla so
zvySkom 8 a 9 po deleni 18, medzi ¢islami a, b, ¢ st ¢isla so zvySkami 2 a 3 po deleni 6 (parne a nasobok 3). Ak pouZijeme
¢isla so zvySkami 9 a —8 po deleni 18, v sucine mame ¢isla so zvyskom 3 a 4 po deleni 6 (nasobok 3 a parne). Niektory
z tychto pripadov nastava v kazdom zo Siestich suctov, takZze v kazdom pripade dostaneme sucin abe delitelny Siestimi.

Komentar

Vidsina rieSeni ziskala plny pocet bodov a vyuzivala zvysky ¢isel a ich tretich mocnin po deleni 2 a 9 alebo 18. Body sme
strhavali za chybné alebo chybajtce argumenty, pripadne za nerozobranie vietkych moznosti.
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2 Opravovali: Kristin MiSlanova a Jano Richnavsky I
o Pocet riegeni: 52 Najkrajsie riegenia: Lubomir Vargovéik a Richard Vodiéka I e

Nech ABCD je stvorec so stranou dlhou 1. Mimo neho majme body F a F také, Ze trojuholnik CED je rovnostranny a
trojuholnik CF' D je rovnoramenny s uhlami velkosti 45 stupfiov pri zdkladni C'D. Oznaéme prieseénik tusefiek CF a BE
ako G a priese¢nik tseciek C'D a BE ako H.

a) Aka je dizka tsecky CH?
b) V akom pomere rozdeluje bod G tsetku FC?
RieSenie

Priese¢nik vysky rovnostranného trojuholnika CDE (resp. rovnoramenného CDF') so stranou C'D ozna¢me ako Y.

B
F
G
Y H
D C
A B

Plati, Ze trojuholniky EY H a BCH st podobné podla vety uu, kedZe uhly EY H a BCH st pravé a uhly YHE a CHB
st vrcholové. Odtial dostavame pomer podobnosti:

YH| |EY]
|CH|  |BC]|
Zo zadania vieme, ze |BC| = 1. KedZe EY je vyska v rovnostrannom trojuholniku so stranou 1 (a teda aj taznica), tak

|YC| = |CH| + |YH| = 1/2. Vieme teda vyjadrit |Y H| = 1/2 — |CH|. Zaroven dlzku EY si vieme vyjadrit z Pytagorovej
vety ako |EY| = /|[EC]2 = [YC]2 = /1 — (1/2)2 = \/3/4 = \/3/2. Dosadenim do pomeru dostaneme:

1/2—|CH| V3
|CH| 2
1-2|CH| = V3|CH]|
1= (2+V3)|CH|
1

243

|CH| =

Po tiprave usmernenim zlomku dostavame |CH| = 2 — /3.
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V druhej podilohe chceme ur¢it pomer |FG|/|CG|. Pozrime sa tentokrat na trojuholniky EFG a BCG, ktoré su tiez
podobné podla vety uu, kedze uhly FGE a CGB st vrcholové a uhly EFG a BCG s striedavé. Z pomeru podobnosti opat
mame:

|FG|  |EF|
ICG|  |BC|

Kedze | BC| = 1, tak hladany pomer je vlastne rovny dlzke EF. Podla toho, ¢o sme vyratali doteraz, |EF| = |[EY|—|FY| =
V3/2—|FY|. Ked sa pozrieme na trojuholnik FCY', tak mame dané |[<FCY| = 45° a |[<FY C| = 90°, takze |[<CFY| = 45°
a dany trojuholnik je rovnoramenny. Odtial dostavame |FY| = |YC| = 1/2, ¢ize |EF| = v/3/2 — 1/2.

Komentar

Napriek vysokému poctu rieSeni s plnym poc¢tom bodov sa len velmi malo z nich v plnej miere podobalo tomu vzorovému.
Mohla za to svojim sposobom samotné tloha, ktora vac¢Sinu z vas priam nabéadala na pouZivanie goniometrickych funkcii
(pouzime pre priklad vysledok tg 15° podtlohy a) vychadzajici z trojuholnika BHC'). Niektori riegitelia ob¢as vysledky
zaokrihlovali, ¢im automaticky stracali presnost vysledku, o to viac, ked §lo len o medzivypodet, ktorého vysledok sa
pouzival v dalsich vypoctoch. Velmi ¢asto sme sa tieZ stretavali s chybami z nepozornosti, kde riesitel poplietol poradie
uhlov, vrcholov, alebo jednoducho pri tprave vyrazov mu kde-tu vypadol ¢len alebo sa plus zamenilo za minus a opacne.

Vo vSeobecnosti plati, ze do STROMu st vyberané geometrické tlohy, ktoré su riesitelné tradiénou cestou synteticke;
geometrie. Okrem toho, Ze je to Casto krajsie, to zvykne byt aj jednoduchsie ako analyticka geometria alebo goniometria.
Uznavame v8ak, Ze tloha nebola zvolené najstastnejsie, ¢o dokazuje prave pocet rieSeni vyuzivajucich goniometrické funkcie.

3 Opravovali: Matas Masrna a Pato Palovéik I
e Pocet rieseni: 32 Najkrajsie rieSenie: Eva Kraj¢iova a RiSo Vodicka e B _Hame

Miesta pri okrihlom stole st oc¢islované zaradom od 1 po n tak, Ze 1 susedi na jednej strane s 2 a na druhej s n. K stolu
si postupne pride sadnit n I'udi, pricom kazdy ma4 priradené iné miesto. Na zaciatku si v8ak ¢lovek s miestom 1 sadol na
Tubovolné (nie nutne iné) miesto. Kazdy d’alsi ¢lovek si uz sadne na svoje miesto, pripadne na ubovolné najblizsie volné
miesto po obvode stola, ak je jeho miesto uz obsadené. Na ktorych miestach moéZe sediet Elovek s miestom n, ak zvysni I'udia
prichadzaja

a) v poradi od najmensieho ¢isla miesta po najvicsie, teda od 2 po n?

b) v Tubovolnom poradi?

RieSenie

a) Pozrime sa na konkrétne pripady, kam si mohol sadnit ¢lovek s miestom 1. Keby si sadol na svoje miesto, tak aj kazdy
dalsi ¢lovek by si vedel sadnit na svoje miesto, a teda ¢lovek s miestom n by skondcil tiez na svojom mieste.

Keby si ¢lovek s miestom 1 sadol na miesto 2, nasledoval by ¢lovek s miestom 2 a vedel by si sadntt bud na miesto 1,
alebo na miesto 3. Keby si sadol na miesto 1, v8etci ostatni by si uz vedeli sadnit na svoje miesto, a teda aj ¢lovek
s miestom n by bol na svojom. Keby si v8ak ¢lovek s miestom 2 sadol na miesto 3, tak ¢lovek s miestom 3 by si musel
sadnit na miesto 4, ¢lovek s miestom 4 na miesto 5 a tak aZ po posledného, teda po n. Tomu by uZ ostalo iba miesto
vedla neho, ¢o uz nie je o 1 vécsie, ale ¢islo 1.

Keby si ¢lovek s miestom 1 sadol na akékol'vek iné miesto (oznafme ho 7), tak vSetci az po ¢loveka s miestom 4 by
si nasledne vedeli sadnat na svoje miesto. Clovek s ¢islom i by uz viak nemal svoje miesto volné a najblizsie volné
by bolo az miesto 7 + 1 vedla neho. Nasledne by si ¢lovek s miestom 4 + 1 musel sadntt na miesto ¢ + 2, a tak by to
pokracovalo az po ¢loveka s miestom n, ktorému by ostalo opét uz len miesto s ¢islom 1.

Clovek s miestom n vie v tomto pripade skonéif len na miestach 1 a n.
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b) Ukazme si, Ze ¢lovek s miestom n si nemohol nikdy sadnat na miesto vzdialené o viac ako 1 od jeho povodného miesta.
Zmnovu, ak si ¢lovek s miestom 1 sadne na svoje miesto, tak kazdy, vratane n, si bude moct tiez sadnat na svoje miesto.

Inak si moze ¢lovek s miestom 1 sadnut na Tubovolné iné miesto, oznacme si ho j. Clovek s miestom j bude mat teda
obsadené miesto a bude si musiet sadnit na iné najblizsie. AvSak, ktokol'vek iduci pred nim si bude moct sadnat na
svoje miesto. Nasledne, ked bude na rade j, sadne si na najblizsie volné miesto, ozna¢me si ho k a teraz ¢lovek s
miestom k bude jediny, kto si nevie sadnit na svoje miesto. Stale ma teda v kazdej chvili len 1 ¢lovek obsadené svoje
miesto a ostatni ho majt volné. Nakoniec bude niekto musiet obsadit aj miesto 1. Clovek s miestom 1 uz sedi inde,
takZe ho bude musiet obsadit ten ¢lovek, ktory prave nemé volné miesto. Vtedy uz neostane Ziaden ¢lovek s obsadenym
miestom, kedZe ¢lovek s miestom 1 uz sedi inde. Kazdy aZ do konca si uz teda bude moct sadnit na svoje miesto.

Co to vsak znamena pre ¢loveka s miestom n? Ak pride az po celej tejto faze, kym sa obsadi aj miesto 1, tak si bude
vediet sadnit na svoje miesto. Ak pride eSte pocas tejto fazy, tak to znamené, Ze miesto 1 je stale volné, a kedZe jeho
miesto je obsadené, tak je to preitho najbliZsie miesto a bude si naitho vediet stale sadnat. Dalej ako o 1 miesto od
miesta n si teda nebude nikdy musiet sadnut.

Na miesta n a 1 si teda ¢lovek s miestom n bude vediet sadnit v mnohych pripadoch, napriklad v pripadoch z podulohy
a. Este si ukdZzme, kedy vie skon¢it aj na mieste n — 1. To je napriklad v pripade, ked si ¢lovek s miestom 1 sadne na
miesto n a ¢lovek s miestom n ide hned za nim. M4 teraz 2 miesta na vyber, a to st n — 1 a 1, ktoré maja od jeho
miesta obe vzdialenost 1. Clovek s miestom n teda vie skon¢it na miestach l,nan—1.

Komentar

Uloha sa nam opravovala velmi prijemne, kedZe velka ¢ast rieSeni si vysluzila 9 bodov a dokonca sa vyskytlo viacero
spravnych sposobov rieSenia.

S podtlohou a) sa vela problémov nevyskytlo, azda iba nezamyslenie sa nad moZznostou, v ktorej si ¢lovek s ¢islom 1 sadne
na miesto ¢islo 2, a nésledne ¢lovek s ¢islom 2 sadne na miesto ¢islo 1. Hoci je celkom ocividné, Ze to nevytvori Ziaden novy
vysledok, stalo sa, Ze tato moZznost nebola zahrnuta v rozobrati toho, ¢o sa moze stat.

V podulohe b) sa vyskytli mierne zavaznejsie chyby, hoci tieZ iba v zopéar rieSeniach. Najviac bodov sme strhavali v rieSeniach,
v ktorych ste sa snaZili nejakym spoésobom zovSeobecnit spravanie sadajtcich si Tudi, ale uchédzali vam nejaké moZnosti.
Videli sme tvrdenia ako napriklad ,v8etci Tudia, ktorych miesto je obsadené, sa posunt tym istym smerom*, ,vSetci Iudia
si mozu sadnit najviac o jedno miesto od svojho miesta“, ,miesto n moze obsadit iba Clovek n-1 alebo 1%, ktoré nie su
vo vSeobecnosti pravda. Stavalo sa teda, ze napriek spravnemu zaveru rieSenie nemalo obsiahnuté vSetky moznosti vyvoja.

A na zaver nieco, ¢o si modZete odniest do budiicnosti. Pokial si za¢nete iba nejako skigat, ako by sa mohla nejaka postupnost
krokov v tlohe takéhoto typu vyvijat a zacne sa to vo vela pripadoch podozrivo spréavat rovnako, ¢asto toto podozrenie
navedie na spravny vysledok, ¢o je super. Ale potom treba tato vasu Sablonu spravania skusit spochybnit a sformulovat
dokaz toho, ze do nej spadaju vSetky pripady. Casto sa takto ukazu bud nejaké | extrémne pripady, ktoré sa jej mierne
vymykaju, alebo tuplne iny typ vyvoja tlohy.

Napriklad na vzorové rieSenie sa da pozriet ako na takyto postup. Mozno si najprv nejakym prvotnym skusSanim vSimneme,
7e ak je miesto n obsadené, miesto 1 je Casto eSte volné. To mozZe viest k postrehu, Ze akonahle si niekto sadne na miesto
1, zvySok Tudi si uz sadne na svoje miesto. Nad tymto sa zamyslime a zistime, Ze to uz by vysvetlovalo, preco sa n nemoze
posunut o viac ako jedno miesto, ¢o je presne to, ¢o chceme. Tak sa zamyslime eSte trochu a dokdzeme, preco je tento postreh
vzdy pravdivy.
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4 Opravovali: Martin ,,&y* Andri¢ik a Martin Kliment
e Pocet rieseni: 40 Najkrajsie rieSenia: Oliver Seman a Eva Krajéiova . '

Mame mriezku 7 x 7, ktord mé vyrezané vSetky Styri rohové policka.

a) Kolko najmenej poli¢ok musime zafarbit nacierno, aby neexistoval biely patpolickovy krizik?

b) Dokazte, ze vieme do kazdého policka napisat celé ¢islo tak, aby sudet ¢isel v kazdom pétpolickovom kriziku bol
zaporny, ale celkovy stucet vSetkych &isel v tabulke bol kladny.

RieSenie

a) Klasicky napad, ako dokézat, Ze minimum je n, by mohol byt sktsit najst n nepretinajacich sa (disjunktnych) krizikov,
pretoze potom v kazdom z tychto krizikov musime za&iernit aspoii jedno policko a tym ziskame dolny odhad na n.

Zistime, 7ze nam sta¢i 7 ¢iernych poli¢ok, ktoré mézme umiestnit napriklad takto:

4] 9] 9] 9]

[«4 keX

9 % alebo takto: % 9

Tym menej nas zaskodi, Ze 6 ¢iernych poli¢ok je primalo.

Do mriezky vieme dat 6 krizikov takto (mimochodom, toto je aZ na otolenie jediny spdsob):

9] 6 0
2161616 |3
212126 [3[3[3
2 ) 3
115151514
11111 (514144
|1 410

Pre spor teda predpokladajme, Ze staci zaciernit 6 poli¢ok. V kazdom z tychto krizikov potom musi byt prave jedno
¢ierne policko. Cierne policka sa teda nemdzu nachadzat mimo oblasti pokrytej tymito krizikmi.

Teraz si tito krizikovii kompoziciu otoéme o 90°. Cierne policka nesmi byt ani mimo tychto krizikov. To nam zakézalo
zadiernit nejaké d'alsie polika. Pre jednoduchost a symetriu tento krok urobime este dvakrat a zistime, Ze ¢ierne policka
mozme dat len do policok bez X:

Q[
>

I I L I ke
>

Q<[ [

XX XXX

Ako dosiahneme, aby nejaké ¢ierne policko lezalo aj na uplne prostrednom kriziku? Prefi uz ostéva iba jedno poli¢ko
(prostredné) bez X-u (nezakdzané). Fajn, potom nam ostava 5 d'alsich volnych ¢iernych poli¢ok. Preto teraz chceme
podobne néjst nejakych 5 disjunktnych krizikov, ktoré by vedeli zakézat niektoré umiestnenia tychto zvysnych ¢iernych
policok.
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Ponuka sa napriklad takéto rozostavenie:

9] 4 9]
21414143
21212 [4[3[3[3
2 513
1 51915
1111 5
o)1 4]

Ktoré nam znovu zakazuje zafarbit na ¢ierno policka, v ktorych nie je ziadne ¢islo. Tak ho znovu zrotujeme trikrat o
90°, zjednotime vsetky takto zakdzané policka a dostaneme, Ze Cierne policka moéZzme umiestnit iba sem:

] 6]
tul [ty
tul tul
tu
tul tul
tul [ty

% 9

Avgak ostalo nam iba 5 &ernych policok, takze 3 z povolenych ostanii volné, potom ale nezasiahneme tie kriziky,
ktorych stredy buda v tychto troch polickach. A nezasiahneme ich ni¢im inym, lebo vSetky ostatné policka sme
zakézali zadiernit.

Tym sme dosli k sporu s tym, ze postacuje 6 ¢iernych policok.

b) Ako je niefo také mozné? Kriziky sa na niektorych polickach vyskytuju ,Castejsie®, takZe by sme niektorym tymto
polickam (tak aby sme zasiahli kazdy krizik) chceli dat ,,dostato¢ne zaporna hodnotu® a ostatnym tak, aby bol sudet
¢isel v mriezke kladny. V tom nam vie pomdct ¢ast a), kde mame, velmi zhruba povedané, Eerne policka rozmiestnené
tak, Ze kaZzdé z nich sa pretina s ,,¢o najviac* krizikmi (no najmé kazdy krizik s aspoil jednym z nich).
Najjednoduchsi napad, dat do kazdého ¢ierneho policka —5 a inde 1, sa ukaZe ako funkény, kedZe kazdy krizik obsahuje
aspofi 1 &erne policko a stidet v celej mriezke je 72 —4 — 7 — (7-5) = 3.

Na koniec by sme este dodali, Ze na uspesné vyrieSenie podulohy b) nie je potrebné znalost optimalnej konstrukcie
pre 7 policok (ktorti sme nakreslili v a)). D4 sa vyuzit aj konstrukcia pre 9 (kde ierne politka budiu prave policka tu
z predchadzajiceho obrazka. Nechdvame na vlastni meditaciu, akurat uz zrejme nebude taka jednoduché ako pre 7
¢iernych policok).

Komentar

K rieSeniu sa dalo pristupovat mnohymi inymi spdsobmi nez vzorové rieSenie. Celkom podarenym spésobom bolo previest
tlohu na pokryvanie 5x5 §tvorca krizmi (kde sa ¢lovek pozrel na stratu pokrytia pri prekryvoch, v rohoch, ...). V zasade
bolo v T'udskych silach riesit rozborom pripadov. Asi najéastejSou chybou bola argumentacia efektivitou: ,niektoré policka
zrusia viac krizov nez iné, tak ich chceme vyberat primérne“. Toto by vSak fungovalo iba vtedy, keby ste mali umiestnit iba
jedno ¢ierne policko, no to, kol'ko krizov zrusite dalsim politkom, iste zavisi od toho, kam ste dali predchadzajuce. Nakoniec:
nebojte sa kreslit obrazky, poméha nam to v orientéacii a v pripade chyby to vam moZe zachranit kus rieSenia.
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5 Opravovali: Erik Noviak a Mato Gbur I
o Pocet rieseni: 26 NajkrajSie rieSenia: Martin Kopéany a Vierka Glevitzka N -

Dokazte, ze pre kazdé celé &islo n > 2 a kladné realne éisla xq az x,

n+1

x1+2x2+~-~+nxn<< 9

)+x1+x§+--~+xﬁ

a) v pripade, Ze 0 < z; < 1 pre v8etky i € {1,...,n},

b) pre lubovolné hodnoty z;.

RiesSenie
Najprv vyriesime tlohu v pripade, kedy sa vSetky z; nachadzaju medzi 0 a 1.

Aby sme ohranicili ava stranu nerovnosti zhora, mézeme si za kazdé z x; dosadit ich maximalnu hodnotu, ¢ize 1. S vyuzitim
znameho vztahu pre sucet prvych n prirodzenych ¢isel dostaneme:

1 +2r0+ 4 ne, <1424 +n<

s}

No na pravej strane nerovnosti sa ndm okrem ¢lenu (”;‘1) vyskytuju uz len samé kladné ¢leny, takZe naSa nerovnost plati.
Pre dokéazanie nerovnosti pre l'ubovolné hodnoty x; stac¢i, ak dokdZeme kazdu z ¢iastoénych nerovnosti:
1 < 1+2
209 <24 :rg

nxr, <n+x,

Vyslednu nerovnost potom ziskame ich séitanim.

Ukazme preto kxy < k+ x’,: pre Tubovolné 1 < k < n. Existuje viac sposobov ako to spravit, my si ukadzeme trik s vyuzitim
AG nerovnosti (nerovnost medzi aritmetickym a geometrickym priemerom). Pozrime sa, ¢o ndm tato nerovnost hovori
o priemere &isel 2F a k — 1 kopidch jednotiek:

af+k—1 af4+1+--+1

k — k Z1k/x2'1""‘1:4k/xk:$k

Po upraveni dostaneme kx; < xz +k—-1<k+ xﬁ, ¢o sme chceeli dokazat.

Iné rieSenie

Tvrdenie dokdZeme pre vSetky kladné realne x; naraz a budeme pouzivat matematickd indukciu. Za¢neme dokazom indukénej
béazy pre n = 2. Pomocou ekvivalentnych tprav si naSu nerovnost vieme prepisat ako:

3 2
T+ 229 < 9 + 1 + x5

0<a3—21,+3
0< (zg—1)*+2
Na pravej strane mame druhd mocninu redlneho ¢isla s¢itant s kladnym ¢islom, teda je tato strana uréite kladna. Indukéna
baza pre n = 2 plati.
Podme si teraz porovnat indukény predpoklad s tym, ako vyzerd nerovnica pre n + 1.
Indukény predpoklad:
n+1
2

x1+2x2+...+nxn§< )“"xl“rl’%“r"'-f—xz
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Nerovnica pre n + 1:

n—+2

a:l+2x2+---+na:n+(n+1)x”+1g( )

>+x1+x§+-~-+xz+az2ﬂ

Odéitajme od nej indukény predpoklad:
n+2 n+1
(n+1)xn+1<( 5 )—( N >+xZﬁ

n—1

Vyuzitim kombinatorickej identity (Z) = ( i )Jr (Z:%) moZeme zistit, ze (";FQ) = (”;1) + (”Jfl), z ¢oho plynie (”;2) — (”;rl) =
("Tl) =n+ 1. Dosadenim do nasej nerovnice dostaneme:
(n+1)zpp <n+1+a0t]
Pre prehladnost si ozna¢me n + 1 ako a a x,41 ako x. Chceme teda pre v8etky prirodzené a a kladné realne x ukazat, Ze
ar < a-+z°

Dokazovat budeme znova indukciou. Pre indukéni bazu a = 1 je dokaz zjavny, nerovnica mé totiz pren tvar z < x + 1.
Teraz dokaZeme platnost (a + 1)z < a + 1+ 2! za indukéného predpokladu az < a + z°. Na zadiatok rozdiskutujeme dva
pripady:

e ak x > 1, potom aj % > 1 a prendsobenim tejto nerovnosti nezapornym ¢lenom x — 1 dostaneme z%(x — 1) > x — 1

e ak z < 1, potom aj * < 1 a prenasobenim tejto nerovnosti nekladnym ¢lenom x — 1 tiez dostaneme z*(z — 1) > x — 1

V oboch pripadoch teda méZeme vyslednii nerovnost upravit na z®+! + 1 > 2% + x, ktora teraz plati pre vietky = > 0.
Pri¢itanim a na obe strany dostaneme:

4 14+a>2"4z+a

Z indukéného predpokladu dalej mame a + % > ax, a teda 2* +x+a > ax+2 = (a+ 1)z. Z toho plynie, Ze 22T  +1+a >
(a + 1)z, éim sme dokézali nas indukény krok.

Komentar

Pri opravovani sme boli priam uchvateni, kolkymi réznymi spésobmi sa dala tato tloha vyrieit. Preto by sme vas chceli
pochvalit a povzbudit v produkovani dalsich kvalitnych a originalnych rieSeni aj v nasledujtcich séridch. Jediné, ¢o by
sme mohli niektorym vytknut je, Ze malo popisuju svoje myslienky. My si sice vas postup vydedukovat vieme, no pointou
spisovania rieSeni je sa ho naucit vysvetlit aj Tudom, ktori s tilohou familiarni nie st.
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Opravovali: Dano Ondu$ a Martin Stevko I
e Pocet rieSeni: 15 NajkrajSie rieSenie: Richard Vodicka _mEm__w_m

Neprazdna mnozina M C Z je Mihdlova, ak splia nasledujticu podmienku: Ak z,y € M (aj ak x = y), potom aj z2 + zxy +
y? € M pre vietky z € Z. Najdite vietky dvojice nenulovych celych ¢isel m, n (vratane pripadov, kde m = n) také, Ze jedina
Mihalova mnozina obsahujica aj m aj n je Z.

RieSenie
Skasme experimentovat. Najprv dosadme 2 = y. Potom pre v8etky celé ¢isla z patri do Mihdlovej mnoZiny aj ¢islo
22 4 zzy +y° = 2 + 22 + 22 = (24 2)2?

Inak povedané, ak do Mihalovej mnoziny patri =, patria do nej aj vietky nasobky x2. Toto si ozna¢me ako tvrdenie 1.

Zavedme si minimdinu Mihdlovu mnoZinu pre m a n, ¢o bude mnozina obsahujica m aj n a minimalny podet dalsich prvkov
potrebnych na to aby mnozina bola Mihalova. Zjavne plati, Zze Z je jedinda Mihalova mnozina obsahujica dané m a n prave
vtedy, ak je to minimalna Mihalova mnoZina pre m a n. Toto si ozna¢me ako tvrdenie 2.

Pozrime sa na pripad, kde NSD(m,n) = d > 1. Potom existuji celé k a [ také, ze m = kd a n = ld. Po dosadeni do vzorca
vidime, Ze aj (kd)? + zkld* + (Id)? je delitelné ¢islom d pre kazdé z. Z toho vyplyva, Ze mnoZina vietkych nasobkov &isla d
je Mihalova, lebo do nej nemusime pridat ziadne dalsie ¢isla, a preto minimalna Mihalova mnozina pre m a n nie je Z.

Pre nesudelitelné &isla existuje tvrdenie zname ako Bézoutova lemma, ktoré vravi, ze ak NSD(a,b) = 1 potom existuji
celé k a | také, Ze ka + lb = 1. Na jeho dokaz nam staci ukazat, Ze existuje k také, Ze ka = 1 mod b, kedZe potom méme
' také, ze ka = I'b + 1, takze pre [ = —I’ plati, ¢o chceme. Zoberme si vietky nasobky a od a po a(b—1). KedZe a a b sa
nesudelitelné, tak ziadne z tychto b — 1 ¢isel nie je delitelné b. Predpokladajme, Ze nejaké dve z nich maju rovnaky zvySok
mod b. Z toho mame s, t, také ze sa — ta = 0 mod b. Vd'aka nesidelitelnosti mézeme ttto rovnost predelit a, z ¢oho s — ¢ je
delitelné b. Kedze v8ak s aj ¢ sit mensie ako b, tak s —t = 0, o je spor. Preto mame b — 1 ¢&isel s b — 1 rdoznymi nenulovymi
zvySkami, ¢iZe jedno z nich ma zvySok 1, ¢o sme chceli dokazat.

Podme sa pozriet na pripad, Ze NSD(m,n) = 1. Potom rovnako plati aj NSD(m?,n?) = 1. Podla Bézoutovej rovnosti
existuju celé ¢isla k a [, také, ze km? + In? = NSD(m?,n?) = 1. Majme minimalnu Mihalovu mnozinu M obsahujiicu m aj
n. Podla tvrdenia 1, M musi obsahovat aj km? aj In?. Dosadme za x a y tieto &isla, za z dosadme 2 a upravme:

(km2)® + 2(km?)(In2) + () = (km? +n?)* =12 =1
KedZe do M patri 1, podla tvrdenia 1 do M patri aj kazdy nasobok 1 a teda vSetky celé ¢isla. Podl'a tvrdenia 2 plati, Ze ide

o jedint Mih&lovu mnozinu obsahujicu m aj n, ¢im je dokaz hotovy.

Ako sme dokazali, pre sudelitelné m a n nie je jedind Mihalova mnoZzina obsahujica tieto &isla Z. Naopak pre nesudelitelné
¢isla je jedind Mihélova mnozina obsahujica m aj n totozna so Z, ¢o nam dava vSetky rieSenia.

Komentar

Aj ked tloha samotné bola dost tazka, vela ¢iastkovych pomocnych tvrdeni bolo jednoduchych na dokazanie, takze body
ste mohli ziskat aj bez kompletného rieSenia a preto nas mrzi, Ze pokusov o rieSenie bolo relativne méalo. Na druhej strane
nas potesilo, Ze vela rieSeni bolo spravnych a velmi elegantnych, o om sved¢i aj vysoky bodovy priemer.
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Konec¢né poradie zimného semestra 47. ro¢nika

Poradie | Meno a priezvisko Roc¢nik | Skola PS|1. 2. 3 4. 5 6.|H| CS
1. Lucia Chladna S2 GAMCABA 5179 9 9 9 9 910|108
2. - 3. Adam Dzavoronok S4 GPostKE 519 9 9 9 8 9| 0] 107

Toméas Kubricky S2 GPostKE 5 19 9 8 9 9 - 0] 107
4. -6. Martin Kopc¢any S4 GJChaBR 519 9 7 9 9 90106

Veronika Chovancova S4 PiarGTN 5219 9 9 9 9 9| 0] 106

Richard Vodicka S2 GAlejKE 5219 9 9 - 9 910|106
7. Eva Krajc¢iova S1 GAlegjKE 5119 9 9 9 9 - |0|105
8. Jakub Sogovitka S4 SG Cenada 5019 7 9 9 9 9|0 103
9. - 10. Michal ITkovié S2 GSMTSPO 4819 9 9 8 9 - |0 101

Anna Podmanicka S2 GVarsZA 5 19 9 5 9 7 6 |0]101
11. - 12. | Oliver Seman S1 GAlgjKE 5019 9 9 9 4 - [0] 99

Natélia Cigasova S4 GPostKE 46 19 9 9 8 9 9]0 | 99
13. Marek Horvath S2 GKonsPO 5019 9 9 8 - - |0 9%
14. Oskar Hritz S4 GPostKE 5 19 9 - - 8 8|0/ 88
15. Michal Vodicka 79 GAlgjKE 4119 8 9 9 - - 10| 8
16. Ondrej Kralik S2 GAlgjKE 4219 9 5 4 6 1|0/ 80
17. Viera Glevitzka S4 GVBNPD 4519 9 - 7 9 - ]10| 79
18. Janka Urbanova 79 GAlejKE 4115 7 - 8 9 - |0 | 78
19. Matts Pokorny S1 GAMCABA 3719 4 9 9 - - |07
20. Simon Omanik S2 | GAMCABA 50 - - - - 9 9|07
21. - 24. | Vladimir Slanina S2 GPostKE 2519 9 6 5 9 -0 69

Martin Bellus S4 | GAMCABA 3619 9 - 9 3 3|0/ 69

Sara Gasparova S4 GAMCABA 36 19 9 - 9 4 20| 69

Andrej Znamenédek S2 | GAMCABA 51 - - - - 9 9]0/ 69
25. Alzbeta Klimentova S3 GPostKE 3319 7 9 9 - - 10| 67
26. Martin Dudjak S1 SMladPP 3219 9 - 6 - 0| 65
27. Miriam Horvathova S4 GStarMI 2719 9 9 8 - - 10| 62
28. Stefan VaSak S4 | GPostKE 21719 9 9 6 - -]0] 60
29. Veronika Vodickova S2 GAlejKE 319 9 - 6 - - [0] 59
30. Matuas Libak S2 GAlejKE 3319 9 7 - - - 0 58
31. - 33. | Veronika Jakabova S1 GAlejKE 4519 - - - - - 10| 54

Martin Smiliak S3 GAlgjKE 2719 9 - 5 4 - |[0]| 54

Sona Vasilova S2 GKukuPP 3119 9 5 - - - [0] 54
34. Lucia Kles¢ova S2 GPostKE 3% 19 9 - - - - 101 53
35. Lubomir Vargovéik S4 GPostKE 2219 9 3 5 - - [0] 49
36. Bianka Gurska S3 GPostKE 619 8 9 4 - - 10| 46
37. Michal Ferdinandy 79 GAlegjKE B3 9 5 6 - - 10| 44
38. - 39. | Branislav Je¢im S3 GSkolSN 2719 7 - - - - |10 43

Natalia Tkacova S1 SMladPP 2413 6 - 5 - - [0 43
40. Rudolf Kusy S1 OAMyl1PK 0 9 5 9 5 5 - ]0]| 42
41. Sarah Klopstock 79 gpMNDaG 270 3 3 5 4 -10] 41
42. Oskar Cacara S1 GPostKE 2714 4 - - - - 101 39
43. Viliam Geffert S4 GPostKE 23 |5 T - - - 10/ 38
44. - 46. | Tomas Sukel S1 GAGLSHE 3310 0 3 - - 0 36

Katarina Farbulova S2 GPostKE 1819 9 - - - 101 36

Mats Jonastik S3 | GAMCABA 819 9 - - - - 10|36
47. Tomas Boledovic 79 CZNarBA 8- 9 - - 4 - 10| 35
48. Marek Istok S1 GJARMPO 27 | - 7 - - - |0 34
49. Alica Cimrakova S2 BGMHSu¢ 5719 9 - - - - 101 33
50. - 52. | Jan Stupak S1 GAlegjKE 2715 - - - - - 10 32

Juraj Kraméar S2 GAlgjKE 1214 6 6 2 - - 0 32

Michal Urban S4 | GAMCABA 320 - - - - - -]0] 3
53. - 54. | Nina Anna Betakova S1 GAGLSHE 26 0 0 3 1 - -101] 31

Adela Horvathova S3 GPostKE 6,8 7 - - - -10/| 31
55. Terézia Stanova S3 EGJAKKE 65 9 - - - - 101 30
56. Natalia Polia¢ikova S2 GPostKE 26 (3 - - - - -101 29
57. Adam Zulevi¢ S1 GAlejKE 2 - - - 5 - -|0] 28
58. Samuel Vyrostek S4 SZS Moyzesova 17 | 27 - - - - - 10 27
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Meno a priezvisko

Roé¢nik

Skola

PS

CS

Paulina Tkécova

Peter Varga

Michal Almasi

Simon Borovsky

Miroslava Pokorna

Alexandra Kopéanyova

Erik Jochman

Kalista Semancova,

Maxima Anna Alzbeta Bednarci-

kové
Katarina Polanska

Toméas Jakubec
Abigail Beblava
Dominik Rigasz
Ladislav Jakab
Frantisek Bublak
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