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Abstrakt

Praca sa zaobera automatickym dokazovanim vyrokov. V praci uvedieme al-
goritmus, ktory najde postupnost vyrokov tvoriacich dokaz zadaného vyroku.
Vyroky z axiém st odvodzované pravidlom modus ponens. Dalej praca obsa-
huje vylepsenia algoritmu ako napriklad ucenie sa z uz dokazanych vyrokov
a schém.

Abstract

This work is about automatic theorem proving. In the work we show algo-
rithm, which finds sequence of theorems generating proof of theorem. The-
orems are derivated from axioms by modus ponens rule. Work also contains
upgrades for algorithm, for example learning from proved theorems and sche-
mes.
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Uvod

Casto sa stretdvame s potrebou overif pravdivost vyroku. Menej ¢asto sa
snazime najst dokaz pravdivého vyroku, teda odvodenie z logickych axiém.
S takymto hladanim sa stretavame uz napriklad pocas studia.

Je treba povedaft, Ze obc¢as pouzivaju Iudia rozne axiémy a rézne odvo-
dzovacie pravidla. Dnes napriklad nie je problém pomerne efektivne najst
Gentzenovsky dokaz. Mozeme néjst hned niekolko metdd, napriklad v lite-
ratare [1].

V tejto praci sa vSak budeme zaoberaf tzv. Hilbertovym systémom, teda
inymi axiomami a odvodzovacim pravidlom zvanym modus ponens. Tu uz
nie je znamy alebo verejne dostupny algoritmus, ktory najde dokaz zadaného
vyroku. Cielom tejto prace je prave néajst presne taky algoritmus.

V tvodnej casti prace sa zameriame na definicie vyroku, vyrokovej sché-
my, axiom i pravidla modus ponens a dalSich potrebnych veci. Nasledne vy-
slovime a dokazeme niektoré tvrdenia dolezité pre nasledujici algoritmus.
Potom sa budeme venovat efektivite ndsho algoritmu a na zéver jeho vylep-
Seniam. V zavere prace uvedieme, konkrétne riesenia niektorych problémov
a zaujimavé Casti implementacie.



Kapitola 1

Zakladné definicie

Definicia 1.1. (Abeceda)
Abecedou nazyvame Iubovolnt neprazdnu mnozinu, jej prvky budeme volat
znaky:.

Oznacenie. Abecedu budeme zvycajne oznacovat znakom A.

Definicia 1.2. (Refazec, Slovo)
Retazcom alebo slovom nazyvame fubovolnt usporiadant n-ticu jej znakov.

Oznacenie. Mnozinu slov abecedy oznac¢ime znakom A*.

Oznacenie. Slovo (x1,...,x,) budeme skritene zapisovat z; ...xz,.

Poznamka. V $pecidlnom pripade, ked n = 0, budeme slovo () nazyvat
prazdne slovo.

Definicia 1.3. (Konkatenécia, zlepenie)
Konkatenaciou alebo zlepenim nazyvame funkciu Zlepenie definovani vzta-
hom

Zlepenie({(z1, ..., xn), (Y1, -, Ym)) = (X1, o, Toy Y1y - - - Y )-
Poznamka. Obcas budeme zlepenie oznacovat aj nasledovne

Zlepenie({(x1, ..., xn), (Y1, -+, Ym)) = T1y - Tul|Y15 - -+ Y-



Definicia 1.4. (Nahradenie k. znaku v slove)
Nahradenim k. znaku nazyvame funkciu Nkzn definovani vztahom

Nkzn(k,y, (x1, ..., x,)) = Zlepenie(Zlepenie((z1, ..., xr_1),y),

<xk+17 s a:L‘TL)))
kde k je ¢islo z mnoziny {1,...,n}, y je znak z abecedy a (z1, ..., z,) je slovo

abecedy. Skratene budeme hovorit, Ze v slove nahradime k. znak znakom y.

Definicia 1.5. (Nahradenie znakov v slove)
Nahradenie kazdého znaku patriaceho mnozine Z znakom y v slove z; ... x,
nazyvame funkciu Nz definovant nasledovne

Nz(y, Z, (x1,...,x,)) = (a1, ..., a,),

kde
a‘_{y, ak r; € Z

x; inak,

pre vetky i z mnoziny {1,...,n}.

Definicia 1.6. (Elementarny vyrok)
LCubovolny prvok mnoziny, ktord neobsahuje ziadny prvok mnoziny {-, —,
(,)}, nazyvame elementarny vyrok.

Oznacenie. Elementarny vyrok budeme obvykle oznacovat pismenom malej
anglickej abecedy a,b,c, ..., 2.
Mnozinu elementarnych vyrokov budeme oznacovat E.

Definicia 1.7. (E-vyrok)
Nech E je mnozina elementarnych vyrokov. Potom E-vyrok (alebo v pripa-
doch 2a a 2b aj zlozeny E-vyrok) definujeme takto:

1. «a je E-vyrok, ak a € F.
2a. Ak «a je E-vyrok, tak aj (—«) je E-vyrok.

2b. Ak « a 8 su E-vyroky, tak aj (o — [3) je E-vyrok.



Mnozinu vSetkych E-vyrokov (ktoré obsahuju iba elementarne vyroky z mno-
ziny F) budeme oznacovat V&,

Poznamka. Ak nebude zélezat na mnozine E, tak budeme E-vyrok skratene
nazyvat vyrok.

Priklad. Priklady niektorych vyrokov:

p je vyrok podla 1, lebo p € E.

(—=p) je vyrok podla 2a, kde a = p.

(p — q) je vyrok podla 2b, kde « =p a § =g.

(=(p — q)) je vyrok podla 2a, kde o = (p — q)

((=p) — (—q)) je vyrok podla 2b, kde o = (—p) a f = (—q).

()p a —¢ nie s vyroky.

p — q podla definicie tiez nie je vyrok, lebo chybaji vonkajsie zéatvorky.
Zmeni to az jedno z nasledujucich znaceni.

Oznacenie. Obcas sa vyrok vyskytne ako argument nejakej funkcie. Aby sme
zatvorky vyroku odlisili od zatvoriek funkcie, budeme vyrok pisat ¢ervenou
farbou. Obcas sa v zapise vyroku objavi znak ¢iernou farbou. To znamena,
Ze tento znak neznaci elementarny vyrok, ale ide o premennu typu vyrok.
Zvycajne bude tento znak pismeno gréckej abecedy.

Priklad. Zapis (o — () moze po dosadeni a = a a f = b znadif vyrok
(a — b). Ten isty zapis bude po inom dosadeni o = a a # = (a — b) znagdit
vyrok (@ — (a — b)). Uvedeny zapis teda znaci len to, ze hlavna spojka
(teda té, ktord podla definicie vznikla ako poslednd) je spojka —.

Zapis (o — a) ma podobnt funkciu, avsak este naviac hovori o tom, ze lava
a prava Cast vyroku (rozdelend uz spominanou spojkou) je rovnaka.

Vidiet teda, ze napriklad (o« — ) je funkcia dvoch premennych a (@ — «) je
funkcia jednej premennej. Kazdy takyto zapis je vlastne ista funkcia. Tomuto
sa presnejSie budeme venovat pri definovani vyrokovej schémy.

Oznacenie. (Vynechavanie zatvoriek)

Niektoré zatvorkové pary budeme (kvoli ich nefunkénosti) vynechavat. Buda
to vonkajsie zatvorky celého vyroku a zatvorky pri negécii. Odteraz budeme
teda za vyroky povazovat (a takto ich budeme aj pisat) i tieto vyroky: a — b,
—a. Ale zatvorky budeme napriklad nadalej pisat takto —(a — b), aby sme
tento vyrok odlisili od iného vyroku (—a — b). Posledny budeme po novom
pisat ako —a — 0.
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Vhodnou reprezentaciou vyroku je stromova reprezentacia.

Poznamka. (Strom vyroku)
Pod stromom vyroku odpovedajicemu vyroku « rozumieme strom defino-
vany takto:

e Ak a je elementarny vyrok, potom stromom vyroku je jediny list a.

e Ak o = —(, tak stromom vyroku je strom s koreiom — a jedinym
potomkom tohoto uzlu je strom vyroku (.

e Ak a = 3 — ~, tak stromom vyroku je strom s koreiom — a prvym
(alebo tiez lavym) potomkom tohto uzlu je strom vyroku 3 a druhym
(tiez pravym) potomkom je strom vyroku 7.

Priklad. Strom vyroku —a — ((b — —¢) — d) mdzeme znézornit nasle-

dovne.

Definicia 1.8. (Prvotné ohodnotenie elementarnych vyrokov)
Prvotnym ohodnotenim elementarnych vyrokov z mnoziny elementarnych vy-
rokov E nazyvame lubovolnt funkciu z F do {0,1}. (Ak funkcia priradi vy-
roku hodnotu 0, hovorime, ze vyrok je nepravdivy. Naopak ak funkcia priradi
hodnotu 1, hovorime, ze vyrok je pravdivy.)
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Definicia 1.9. (Negéacia)
Funkciu Neg z {0,1} do {0,1} nazyvame negécia a definujeme ju takto:
Neg(0) = 1 a Neg(1) = 0, teda

x | Neg(x)
0 1
1 0

Definicia 1.10. (Implikacia)
Funkciu Imp z {0,1}? do {0, 1} nazgvame implikicia a definujeme ju takto:
Imp(0,0) = 1, Imp(0,1) = 1, Imp(1,0) = 0 a Imp(1,1) = 1, teda

z |y | Imp(z,y)
00 1
01 1
1[0 0
11 1

Definicia 1.11. (Pravdivostné ohodnotenie)
Ak P je dané prvotné ohodnotenie, t.j. P : £ — {0,1}, tak pravdivostné
ohodnotenie bude funkcia P z V¥ do {0, 1} definovana takto:

1. Ak a je elementarny vyrok, tak P(a) = P(a).

2a. Ak a = (-f), tak P(a) = Neg(P(3)).

2b. Ak a = (§ — ), tak P(a) = mp(P(3), P()).
Definicia 1.12. (Tautoldgia)

Tautolégiou nazyvame vyrok, ktory je pravdivy za lubovolného prvotného
ohodnotenia.

Priklad. Vyrok (¢ — a) je tautoldgia.
Preverme vsetky mozné prvotné ohodnotenia pre tento vyrok.

e P(a) =0. Vyhodnotme zadany vyrok. Ide o pripad 2b, teda

P((a — a)) = Imp(P(a), P(a)) = Imp(P(a), P(a)) = Imp(0,0) = 1.

e P(a) = 1. Postupujeme rovnako:

P((a — a)) = Imp(P(a), P(a)) = Imp(P(a), P(a)) = Imp(1,1) = 1.
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Vyskusali sme vSetky prvotné ohodnotenia pre dany vyrok a pravdivostné
ohodnotenie vyroku (a — a) je stale 1, teda vyrok je vzdy pravdivy. Vyrok
(a — a) je teda podla definicie tautolégia.

Poznamka. (Iné spojky)

Zatial sme definovali iba jednu unarnu ,spojku® — a jednu binarnu spojku
—. Samozrejme mozeme definovaf aj ostatné ¢asto pouzivané binarne spojky.
My to vSak v tejto praci neurobime, pretoze sa takymito vyrokmi zaoberaf
nebudeme. Jednotlivé vyroky, obsahujtice spojky A, V, <>, mdZeme previest
na vyroky iba s negaciami a implikdciami nasledovne:

a A [ znamend o — —3
a 'V 3 znamena -« — 3
a <> [ znamend (o — () — =(f — «)

Toto prevedenie je sémantické. Znamena to, ze vysledny vyrok ma po pre-
vedeni pre dané prvotné ohodnotenie rovnaké pravdivostné ohodnotenie ako
povodny vyrok.

Definicia 1.13. (Projekcia)
Nech n je kladné prirodzené ¢islo a nech i € {1,...,n}, potom funkciu P?
z (VE)" do V¥ definujeme vztahom:

Pz, ..., x,) = ;.

Definicia 1.14. (Vyrokova schéma)
Vyrokovou schémou nazyvame najmensiu mnozinu, pre ktora plati aspon
jedna z nasledujtiicich podmienok:

1. Funkcia P? je vyrokova schéma pre kazdé i z mnoziny {1,...,n}, kde
n je kladné prirodzené cislo.

2.1. Ak funkcia H je vyrokova schéma s k argumentmi a funkcie G; az Gy, st
vyrokové schémy s n argumentmi, tak potom aj funkcia F definovana
nasledovne je vyrokova schéma s n argumentmi.

F(xy,...,xn) = HGy(x1, ..., 20), ..., Gr(x1, ..., 1))

2.2a. Ak funkcia G je vyrokova schéma s n argumentmi, tak vyrokovou sché-
mou s n argumentmi je aj funkcia F' definovand vztahom

F(zy,...,2,) = (0G(x1,...,2,)).
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2.2b. Ak funkcie G, H st vyrokové schémy s n argumentmi, tak vyrokovou
schémou s n arguementmi je aj funkcia F' definovana vztahom

F(zy,...,x,) = (G(x1, ..., 2) — H(x1,...,2,)).

Definicia 1.15. (n-vyrokova schéma)

Vyrokovi schému s n argumentmi budeme nazyvat n-vyrokovou schémou.
Poznamka. Vsimnime si, Ze z minimality v definicii vyrokovej schémy vy-
plyva, Ze virokova schéma je funkcia z (V)" do V¥.

Definicia 1.16. (InStancia vyrokovej schémy)

Instancia vyrokovej schémy je prvok oboru hodnét vyrokovej schémy.

Priklad. Vyrok (¢ — b) — (b — (a — b)) je inStancia vyrokovej schémy
F(x1,29) = 21 — (29 — 7). Staci ak xy = (a — b) a x5 = b.

Oznacenie. (Oznacenie vyrokovych schém)

KedZe vyrokovéa schéma vzdy produkuje vyrok a jej parametre su tiez len
vyroky, skratene povieme napriklad, ze (¢ — b) — (b — (a — b)) je inStancia
vyrokovej schémy z1 — (x9 — 7).

Definicia 1.17. (Schémy logickych axiém)

Schémou logickych axiém nazveme kazdu z nasledujucich vyrokovych schém:

1. Axl(a,0) =a — (f— «a)

2. Ax2(o, B,7)=(a— (B—7)) — ((a = B) = (¢ — 7))
3. Ax3(a, 8) = (=8 — —a) — (a — )

Definicia 1.18. (Axiéma)

Axiémou nazyvame lubovolny vyrok, ktory je instanciou niektorej zo schém
logickych axiém.

Poznamka. 7 definicie schém logickych axiém vidime, ze schémy Ax1 a Ax3
su 2-vyrokové schémy a funkcia Ax2 je 3-vyrokova schéma.

Poznamka. Vsimnime si ¢ast 2.1 v definicii vyrokovej schémy. T4 ndm umoz-
nuje prevadzat n-vyrokovi schému na k-vyrokovi schému, pricom je jedno
¢i je k vicsie alebo mensie ako n. Ukazeme si to v nasledujicom priklade.

Priklad. Zamerajme sa na Axiému 1. O tejto schéme vieme, Ze je to 2-
vyrokova schéma. Ukazeme ako ju previest na 1-vyrokovi a 3-vyrokova sché-
mu.
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e Vezmime si nasledovné vyrokové schémy:

— H(p,¢) = Ax1(p, ),

- Gi(a, 3,7) =Pi(e, 8,7) = a,

— Gafa, B,7) =P(, 8,7) = 3.
KedzZe, vSetky tieto funkcie st vyrokové schémy, tak vyrokovou schémou
je podla ¢asti 2.1 definicie vyrokovych schém aj funkcia F'(a, 3,7) =

H(Gi(a, B,7), Ga(av, B,7)). A to mdZeme zapisat ako F'(«, 3,7) = a —
(6 — «). Podarilo sa nam teda zvysit pocet argumentov v Ax1.

e Tentokrat si vezmime takéto vyrokové schémy:

- H(QO, w) = AX1(907 ’l/})a

— Gi(a) =Pji(e) = o,

— Gy(a) = Pi(a) = a.
A rovnako ako v predchadzajicom pripade: Kedze, vSetky tieto funkcie
su vyrokové schémy, tak vyrokovou schémou je podla casti 2.1 definicie
vyrokovych schém aj funkcia F(a) = H(Gi(a), Ga()). A to mdzeme
zapisat ako F(a) = a — (a0 — «). Podarilo sa nam teda znizit pocet
argumentov v Ax1.

Definicia 1.19. (Modus ponens)
Definujme funkciu MP nazyvanti modus ponens takto:

—y, ak 2 =2 — y,
MP(z, 2) { nie je definované inak.

Definicia 1.20. (Dokaz vyroku)
Postupnost vyrokov 1, ..., ¢, sa nazyva ddkazom vyroku ¢ = ¢, ak pre
kazdé ¢+ < n plati aspon jedna z nasledujicich podmienok.

1. ¢; je instanciou schémy logickej axiomy.
2. Existuja j, k < i také, ze p; = ¢ — ;. (Hovorime, ze vyrok ¢; vznikol

z funkcie alebo pravidla modus ponens s argumentmi ¢ a ¢;.)

Oznacenie. Ak existuje dokaz vyroku ¢, tak hovorime, ze vyrok ¢ je dokéa-
zatelny a znacime F .
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Veta 1.1. Funkcia modus ponens zachovdva tautologickost.

Dokaz. Chceme teda dokézat, Zze ak st vstupmi funkcie modus ponens dve
tautologie a, « — 3 a funkcia modus ponens je definovana, potom aj funkéna
hodnota funkcie modus ponens je tautoldgia.

Predpokladame teda, ze P(a) = 1 pre Tubovolné prvotné ohodnotenie P.
Ak by ale vyrok (8 bol akykolvek, potom by vyrok oo — [3 bol taky, ako to
ukazuje nasledujuca tabulka:

alfla—p
110 0
111 1

S vyuzitim dalsieho predpokladu, Ze P(a — 3) = 1 pre lubovolné prvotné
ohodnotenia, hned vidime, ze P((3) = 1, pre lubovolné prvotné ohodnotenie.
Teda [ je tiez tautoldgia. O

Definicia 1.21. (Tautologické vyrokové schémy)
Vyrokové schémy, ktorych kazda instancia je tautolégia, nazyvame tautolo-
gické.

Definicia 1.22. (Ddékaz vyrokovej schémy)
Postupnost vyrokovych schém Fi, ..., F}, sa nazyva dokazom vyrokovej sché-
my F = F,,, ak pre kazdé ¢« < m plati jedna z nasledujicich podmienok.

1. F; je jedna zo schém logickych axiéom.

2a. Existuje j < i a pre Tubovolnych n vyrokov 1, ..., x, plati, Ze existuje
mnozina {p1,...,pr} C{1,...,n} taka, ze plati
Fi(xq,...,z,) = Fj(xp,, .-, 2p, ),
kde k je kladné prirodzené cislo.
(Hovorime, ze vyrokova schéma F; vznikla z vyrokovej schémy Fj vy-
berom argumentov.)
2b. Existuju j, k < i také, ze pre lubovolnych n vyrokov zi,...,x, plati,
VAS
Fi(z1,...,2,) = F(x1, ..., 20) — Fi(xy, ..., 20).

(Hovorime, Ze vyrokova schéma F; vznikla pomocou pravidla modus
ponens s argumentmi Fj a Fj.)
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Definicia 1.23. (Funkcia Ev)
Definujme si funkciu Ev ako funkciu z V do E takto:

1. Ak je vyrok a elementarny vyrok, tak Ev(a) = {a}.
2a. Ak je vyrok a = —f3, tak Ev(a) = Ev((3).
2b. Ak je vyrok a = — v, tak Ev(a) = Ev(8) UEv(7).
Poznamka. VSimnime si, Ze funkcia Ev vytvori mnozinu elementarnych vy-
rokov, ktoré vyrok na vstupe obsahuje.

Lema 1.1. Nech « je lubovolny vijrok a nech Ev(a) = {e1,...,e,}. Potom
existuje n-vyrokova schema F' takd, Ze plati

F(ey,...,eq) =a.

Dokaz. Vezmime si fubovolny vyrok o a ndjdime vyrokovi schému F', ktorej
instanciou je prave vyrok a.

Vyrok « je bud elementarny vyrok, alebo je to zloZeny vyrok. ZloZeny
vyrok je bud typu — alebo typu 5 — 7.

N&jdime vyrokové schémy pre jednotlivé pripady:

1. Ak a je elementarny vyrok a plati @ = e;, tak potom « je instanciou
vyrokovej schémy Pl(z1), a plati

F(e)) = Pi(e1) = e; = .
2a. Ak a = (—f3), tak a podla definicie E-vyroku vieme, Ze o vzniklo podla
Casti 2a. tejto definicie. Vieme teda, ze Ev(a) = Ev(), teda mnozina

elementarnych vyrokov vyroku a je rovnaka ako mnozina elementar-
nych vyrokov vyroku f.

Mbozeme teda napisat, ze —( je inStanciou vyrokovej schémy
F(zy,...,x,) = (5G(x1,...,2,)),

kde GG je vyrokova schéma odpovedajuca vyroku (3. Vyrok a dostaneme
po dosadeni e; za x; pre kazdé i z mnoziny {1,...,n}, teda

Fler,...,en) = (=G(er,...,e,)) = (0) = a.
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2b. Ak a = (f — 7), tak o podla definicie E-vyroku vieme, Ze « vzniklo
podla casti 2b. tejto definicie. Vieme teda, ze Ev(a) = Ev(8) U Ev(y).

MozZeme teda napisat, ze 3 — 7 je inStanciou vyrokovej schémy

F(zy,...,x,) = (G(x1,...,2,)
— H((x1,...,2,)),

kde
G(z1,...,xn) = M(PY(z1,...,20),...,PR(x1,. .., 7))

H(xy,...,2,) = N(PY(z1,...,20), ..., P (21, .. 1))

a funkcie M a N st vyrokové schémy odpovedajice vyrokom (3 a~y. Vy-

rok o dostaneme po dosadeni e; za z; pre kazdé i z mnoziny {1,...,n},
teda
F(€17 © en) - (G(ela 7€n) - H(€17 7en)) =
(M(P’Tl(el’ ) en)7 Y PZ(€17 Y en))
- N(P?(ela' >€n)> aP?(ela aen))) -

Definicia 1.24. (Booleovska funkcia vyrokovej schémy)
Definujme si funkciu booleovskt funkciu odpovedajicu vyrokovej schéme F
ako funkciu z {0,1}" — {0, 1} definovanu takto:

1. Ak je vyrokova schéma F projekcia P kdei € {1,...,n} an je kladné
prirodzené ¢islo a hy, ..., h, st z mnoziny {0, 1}, tak funkciu Br defi-
nujeme nasledovne:

Br(hi, ... hy) = h;.

2.1. Ak vyrokova schéma F vznikla podla pravidla 2.1. definicie vyrokovej
schémy, teda

F(zy,...,x,) = HGy(x1, ..., 20), ..., Gr(x1, ..., 24))
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2.2a.

2.2b.

ahi,...,h, stz mnoziny {0, 1}, tak funkciu Bf definujeme nasledovne:
Bp(hy, ..., hy) = Ba(Ba, (h1, ..., hy)y ..o, Ba (b, ... b)),

kde £ je kladné prirodzené cislo a funkcie By a Bg, az Bg, st boole-
ovské funkcie odpovedajice prislusnym vyrokovym schémam.

Ak vyrokova schéma F' vznikla podla pravidla 2.2a. definicie vyrokovej
schémy, teda

F(zy,...,2,) = (-G(21,...,2,))
ahi,...,h,stzmnoziny {0, 1}, tak funkciu B definujeme nasledovne:

Br(hy, ... hy) = Neg(Ba(hy, ..., hy)),

kde funkcia B¢ je booleovska funkcia odpovedajica prislusnej vyroko-
vej schéme.

Ak vyrokova schéma F' vznikla podla pravidla 2.2b. definicie vyrokovej
schémy, teda

F(xy,...,xn) = (G(z1, ..., 20) — H(xy1,...,2,))
ahi,...,h,stzmnoziny {0, 1}, tak funkciu B definujeme nasledovne:
Bp(hy, ..., h,) =Imp(Bg(h, ..., hy), Ba(hi, ..., hy)),

kde funkcie Bg a By st booleovské funkcie odpovedajtce prislusnym
vyrokovym schémam.

Lema 1.2. Pre lubovolné prvotné ohodnotenia vijrokov oy, ..., a, a pre lu-
bovolni vyrokovi schému F' a jej odpovedajicu booleovski funkciu Br plati

P(F(ay,...,a,)) = Bp(P(ay),. .., Play)).

Dokaz. Tvrdenie dokédzeme indukciou podla definicie vyrokovej schémy F:

1.

Ak je vyrokova schéma F projekcia P!, kde i € {1,...,n} an je kladné
prirodzené c¢islo, tak

F(ay,...,a,) = P(PMay,...,a)) = P(oy) = Bp(P(aw), ..., P(ay)).
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2.1. Ak vyrokova schéma F' vznikla podla pravidla 2.1. definicie vyrokovej
schémy, tak

F(F(ala 7OZn)) = F(H(Gl(al, ’an)7 ,Gk(OZl’ 7O[n))) IipreH
Bu(P(Gi(aq,...,an),..., P(Grlaq, ..., an)) G- G
def. Bp

2.2a. Ak vyrokova schéma F' vznikla podla pravidla 2.2a. definicie vyrokovej
schémy, tak

2.2b. Ak vyrokova schéma F' vznikla podla pravidla 2.2b. definicie vyrokovej
schémy, tak

P(F(oq,...,an) =Imp(P(Glo, ..., an)), P(H(o, ..., ap))) =
Imp(Bg(P(avy), ..., P(aw)), Bu(P(ay), .
BF(F(OQ)

., Play)).

Lema 1.3. Nech P st [ubovolné prvotné ohodnotenia vyrokov oy, ..., ay,.
Ak pre vyroky P, ..., By zvolime také prvotné ohodnotenia Q, Ze pre kazdé i
z mnoziny {1,...,n} plati P(«;) = Q(5;), tak potom pre lubovolni vyrokovi
schému F' plati:

P(F(Oél,...,Oén)) :@(F(ﬁlaaﬁn))

Dokaz. Tvrdenie dokdzeme indukciou podla vzniku vyrokovej schémy F
z definicie:

1. Ak je vyrokova schéma projekcia, tak chceme ukéazat, ze

P(P?(al, ceey an)) = @(P?(ﬁla o Bn))-
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2.1

Obe projekcie nam vybert i. prvok, teda staci ukazat, ze

P(a) = Q(8:)-
Presne tak sme ale zvolili (), teda pozadovana rovnost plati.
Teraz mame takyto indukény predpoklad:

IP. Tvrdenie plati pre vsetky vyrokové schémy H, Gy, ..., G, z defi-
nicie vyrokovej schémy.

Ukazme, ze tvrdenie plati aj pre funkciu F' definovana v casti 2.1 defi-
nicie vyrokovej schémy. Z definicie vieme, ze F je definovana takto:

F(zy,...,x0) = H(G1(x1, ..., 20), ., Gr(x, .., 1)).
Chceme teda ukézat, ze

P(H(Gi(aq, ... an),...,Gelay,...,an))) =
@(H(Gl(ﬁla s 7571)7 e '>Gk(51> cee aﬁn)))

Podla lemy 1.2 moézeme napisat, ze

_?(H(Gl(ozl, cey Q) .;,Gk(al, ) =
BH(P(Gl(Oq,...,Ozn)),...,P(Gk(al,...,an))).

A to isté plati aj pre Q, teda:

@(H(Gl(ﬁla e 7571)7 LRI Gk(ﬁla o aﬁn))) -

BH(@(GI(ﬁla R 76”))7 s '7Q(Gk(ﬁla .. aﬁn)))

Sta¢i nam teda overit rovnost pravych stran a rovnost lavych uz bude
zarucend. Rovnost pravych stran vyplyva z predpokladu. Z neho vieme,

7e P(Gi(ay,...,an)) = Q(Gi(B, ..., B,)), teda obe funkcie By majt
rovnaky vstup a teda nadobudni aj rovnakit hodnotu.

2.2a Teraz mame takyto indukény predpoklad:

IP. Tvrdenie plati pre vyrokovi schému G z definicie vyrokovej
schémy.
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2.2b

Teraz vzniklo F podla bodu 2.2a definicie vyrokovych schém, teda:
F(zy,...,z,) = (0G(21,. .., 2,)).

Chceme ukéazat, Ze

P((=G(ay, ..., 00))) = Q((=G(Br,- .., Ba))).

Z definicie pravdivostného ohodnotenia vieme, ze P((—~G(x1, . .., &) =
Neg(P(G(z1,...,x,))). Ak to takto prepiSeme pre obe strany, tak staci
ukézat, ze:

Neg(P(G(a,. .., an))) = Neg(Q(G(Br, - .-, Bn)))-

Ale kedZe rovnost P(G(ay,...,a,)) = Q(G(By,...,3,)) je zarudend
z predpokladu, a kedZze funkcia Neg pre rovnaké vstupy nadobudne
rovnaktl hodnotu, tak tvrdenie aj pre tento bod plati.

Teraz mame takyto indukény predpoklad:

IP. Tvrdenie plati pre vyrokové schémy G, H z definicie vyrokovej
schémy.

Teraz vzniklo F podla bodu 2.2a definicie vyrokovych schém, teda:
F(zy,...,x,) = (G(x1, ..., 2) — H(x1,...,2,)).
Chceme ukéazat, ze

P((G(ag,...,a,) — H(ag, ..., ) =

QUGB -, Bn) = H(Br, -, Bn)))-

Z definicie pravdivostného ohodnotenia vieme, ze P((G(x1,...,x,) —
H(xla s 7xn))) = Imp(P(G(xla s 7xn))7 P(H(xla s 7xn))) Ak to
takto prepiseme pre obe strany tak:

Imp(]i(G(al, o), P(H(aq, ... ap))) =

, P
Imp(Q(G(B1, .-, £a)), QUH (B, - -, 5n)))-

Rovnosti

P(Glay,...,a,) = Q(G(Br,...,5,)) a

F(H(ala ceey an)) = @(H(ﬁh s aﬁn))
ale mame zarucené z predpokladu. Funkcia Imp pre rovnaké vstupy
nadobudne rovnakt hodnotu. O
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Veta 1.2. KaZdad tautologia je instanciou tautologickej vyrokovej schémy.

Dokaz. Vezmime si lubovolnt tautolégiu a a oznacme si jej rozne elemen-
tarne vyroky ey,...,e,. Pre vyrok a vieme podla lemy 1.1 najst vyrokovi
schému F'(xy, ..., x,), ktorej instanciou je prave vyrok a (vyrok a dostaneme
po dosadeni e; za x; pre kazdé i z {1,...,n}). Ukdzme, Ze tato vyrokova
schéma je tautologicka.

Predpokladajme, ze vyrokova schéma F(z1,...,x,) nie je tautologicka.
To znamena, Ze existuje také pravdivostné ohodnotenie vyrokov 3; az (3,
také, ze pravdivostné ohodnotenie vyroku, ktory vznikne po dosadeni (3; az
0On za x1 az x,, bude 0. Teda pre toto ohodnotenie vyrokov (3 az 3, plati

P(F(Bi,...,0,)) =0.

Teraz zvolme také prvotné ohodnotenie @), ze pre kazdé ¢ z {1,...,n}
plati P(3;) = Q(e;).

Podla predchadzajicej lemy pre nasu schému F plati:
P(F(B1,...,0.) = Q(Fle, ... en)).
Ale kedze

F(F(ﬁla e 7571)) =0,

tak aj
P(F(ey,...,e,) =0.

Flei,...,en) = a, a kedze P(F(ey,...,e,)) = 0 tak aj P(a) = 0, ¢o je
spor s tym, Ze « je tautologia.
Vyrokova schéma F'(xy,...,,) je teda tautologicka. O
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Kapitola 2

Dokaz vyroku a dokaz
vyrokovej schémy

V tejto ¢asti uvedieme niekolko viet tykajicich sa dokazov vyrokov a vyroko-
vych schém, ktoré neskor vyuzijeme. Najprv sa venujme dokazom vyrokov.

Veta 2.1. Nech ¢1,..., ¢, je dokaz vyroku p. Potom pre kazZdé k < n plati,
Ze postupnost ¢y, . .., oy je dokazom vyroku oy.

Doékaz. Vsetky vyroky ¢; az ¢ vznikli pomocou jedného z pravidiel definicie
dokazu, pretoze patrili dokazu ¢,,. Inak teda vzniknat nemohli.
Aj ¢y, vzniklo tak, a teda postupnost ¢y, ..., je dokaz vyroku ¢y. O

Takyto dokaz moze obsahovat aj vyroky, ktoré by v tomto dokaze mohli
chybat, a predsa by postupnost ostala dokazom vyroku ¢,. Uk4dZme si priklad.

Priklad. Dékaz vyroku ¢ = a — a vyzera napriklad takto:

1= (a — E(a —a) —a)) — ((a— (a—a)) = (a —a)) =Ax2(a,a — a,a)

po=a — ((a — a) — a) =Ax1(a,a — a)
p3=(a — (a —a)) — (a — a) =MP (s, ¢1)
ws=a — (a— a) =Ax1(a ,a)
ps=a —a =MP (4, ¢3)

Zvolme si napriklad k& = 4. Podla predchadajtcej vety je dokaz vyroku a —
(a — a) takyto:

pr=(a = ((@ = a) = a)) = ((a = (a—=a) = (¢ —a) =Ax2(¢,a — a,a)
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po=a — ((a — a) — a) =Ax1(a,a — a)
ps=(a — (a—a)) = (a —a) =MP(¢s, ¢1)
ps=a — (a — a) =Ax1(a ,a)

A ako vidime, je to naozaj dokaz vyroku a — (a — a). Rovnako dékazom
(ktory vsak nevznikol podla predchadzajicej vety) je aj takito postupnost:

po1=a — (a —a) =Axl(a ,a)

Rozdiel medzi tymito dékazmi je v tom, ze prvy ddkaz obsahuje aj tri zby-
tocne vyroky. Z dokazu a — a sme teda vybrali aj nieco navyse. Niezeby to,
¢o vyberieme nebol dokaz, ale je zbytocne dlhy. Skisme teda vybrat len to
potrebné.

Nech ¢1,..., ¢k, ..., p, je dokaz vyroku ¢,. Dokaz ¢ vyberieme nasle-
dujtcim algoritmom.
Algoritmus. Na koniec dokazu zaradime p;. Ak je ¢ axidma, tak dokaz
uz mame ukonceny. Ak ¢, vzniklo pomocou pravidla modus ponens, potom
na koniec dokazu (hned pred ;) zaradime argumenty MP (uvedomme si,
Ze tie st urcite niekde medzi ¢1, ..., pr_1) a rovnako postupujme pre oba
argumenty.

Z uvedeného je zrejme, ze tento rekurzivny algoritmus sa zastavi az pri
axiomach.

Lema 2.1. Pre lubovolni vyrokovi schému F', pre lubovolny znak a patriaci
abecede A a pre lubovolni mnozinu elementdrnych vyrokov Z plati:

Nz(a, Z, F(xy,...,x,)) = F(Nz(a, Z, x1), ..., Nz(a, Z, z,)).

Doékaz. Dokaz urobime indukciou cez vznik vyrokovej schémy:.

1. Vyrokova schéme F je teda projekcia. Mozeme napisat

Nz(a, Z, F(z1,...,x,)) = Nz(a, Z, P} (z1, ..., 2,))
Nz(a, Z,z;) = P}(Nz(a, Z, z1),...,Nz(a, Z, x,,)) =
F(Nz(a, Z,x1),...,Nz(a, Z, x,)).

Vsimnime si poslednt rovnost a uvedomme si, ze ta plati, lebo na ar-
gumentoch projekcie, ktoré nie si1 na ¢-tom mieste, zjavne nezalezi.
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2.1 Vyrokova schéma F' vznikla podla bodu 2.1 definicie vyrokovej schémy.
Predpokladjme, Ze tvrdenie plati pre k-vyrokova schému H a n-vyroko-
vé schémy G, ..., G,. MdZeme napisat

NZ(&, Z, F(l’h cee ,l‘n)) =
Nz(a, Z, H(G1(z1, ... @), o, Gil@n, ... @) =

H(Nz(a, Z,Gy(x1, ..., 22)),...,Nz(a, Z, (Gr(xy, ..., 2,))) =
H(G1(Nz(a, Z,x1),...,Nz(a, Z, x,)), . ..
..., Grx(Nz(a, Z, x1),...,Nz(a, Z, x,))) =

F(Nz(a, Z,x1)...,Nz(a, Z, x,)).

2.2a Vyrokova schéma F' vznikla podla bodu 2.2a definicie vyrokovej schémy.

Nz(a, Z, F(x1,...,1,)) = Nz(a, Z, (=G (x1,...,2,))) =
IP pre G

(=Nz(a, Z,G(z1,...,x,)) =
F(Nz(a, Z,xy)...,Nz(a, Z, x,)).
Teraz si vSimnime druht rovnost. Tu sme vyuzili fakt, ze znaky —, (‘a )

nepatria do mnoziny Z, pretoze ta obsahuje iba elementarne vyroky.
Funkcia Nz ich teda nenahradi.

2.2b Vyrokova schéma F' teraz vznikla podla bodu 2.2b definicie vyrokovej
schémy.

Nz(a, Z, F(z1,. .., 2,

Nz(a, Z,(G(xy, ..., x,) — H(xy1, ..., 2y

(Nz(a, Z,G(z1, ..., x,) — Nz(a, Z, H(xy, . . .,

F(Nz(a, Z,x1),...,Nz(a, Z, x,

Opét si vSimnime druhi rovnost. Ako sme uz spominali pre znaky (, ),

tak rovnako aj znak — nepatri do mnoziny Z, pretoze sa tiez nejedna

o elementarny vyrok. Preto ziadny z tychto znakov nebude funkciou Nz
nahradeny. 0
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Veta 2.2. (O najdeni dékazu len s elementarnymi vyrokmi z doka-
zovaného vyroku)

Nech {e1,...,en} su vsetky elementdrne vyroky patriace . Ak ¢ je dokaza-
telné, potom existuje taky dokaz, Ze mnoZina elementdrnych vyrokov z lubo-
volného vyroku dokazu je podmnoZinou mnoziny {e1,...,en}.

Myslienka dokazu. Z predpokladu vety vieme, Ze existuje postupnost vy-
rokov 1,...,¢0, = ¢, ktord je dokazom vyroku ¢. Medzi tymito vyrokmi
ale moze existovat vyrok, ktory obsahuje elementarny vyrok y nepatriaci do
mnoziny {e,...,en}.

Ak takyto vyrok neexistuje, tak pozadovany ddkaz sme uz nasli.

Teraz predpokladajme, ze aspon jeden taky vyrok existuje. Oznac¢me ho
ako ¢r. @y je tautoldgia a tiez je to inStancia axiémy alebo vzniklo z pravidla
modus ponens, kde argumenty st urcite dva z tychto vyrokov ¢y, ..., 1.
Rozlisme teraz tieto dva pripady.

1. Ak je ¢y, instancia logickej axiémy Ax;, tak vyuzijeme funkciu Nz a na-
hradime kazdy vyskyt y elementdrnym vyrokom e;. Toto nové ¢y je
teraz podla predchadzajicej vety tieZ inStanciou tej istej axiémy.

2. Ak ¢y, vzniklo pomocou pravidla modus ponens, potom nech vzniklo
z pravidla modus ponens s argumentmi ¢; a ¢;, kde 7, j < k. Ak by sme
vo vyrokoch ¢; a ¢; nahradili vsetky vyskyty elementarneho vyroku
y elementarnym vyrokom e;, a nasli aj ich dokazy, potom by stacilo
nahradit vsetky vyskyty y vo o elementarnym vyrokom e; a ¢, by
bolo produktom funkcie modus ponens zmenenych argumentov, pre-
toZe o tom hovori predchazajica veta. Dokazy nahradenych ¢; a ¢,
ale vieme najst rekurzivne tym istym postupom (az kym neprideme
k axiéme, ktora rekurziu zastavi).

Doékaz. Z predpokladu vety vieme, ze existuje dokaz vyroku ¢. Oznac¢me si
jednotlivé vyroky dokazu ¢, ..., @,. Mnozinu vsetkych elementérnych vy-
rokov, ktoré sa vyskytuju v dokaze ¢ a nepatria do mnoziny {es, ..., e,} si
oznacme ako Z.

Vytvorme teraz postupnost vyrokov

’l/}l = Nz(el, Z, 901)7 . ,wn = Nz(el, Z, gDn)
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Vsetky elementérne vyroky nepatriace {es, ..., e, } sme teda nahradili ele-
mentarnym vyrokom e;. Teraz dokédzme, Ze aj postupnost ¢1,..., 1, je do-
kazom vyroku ¢.

Najprv si uvedomme, Ze 1,, = ¢, lebo vo ¢,, nebolo ¢o nahradit.

A teraz ukdzeme, Ze kazde 1; je bud axiéma, alebo vzniklo ako modus
ponens.

1. Ak bolo ¢; instancia schémy logickej axiémy, tak aj ¢); je inStancia tej
istej schémy, pretoze podla predchadzajicej vety plati

NZ(@l, Z, AXj(l'l, ce ,.Z'p)) = AXj(NZ(@l, Z, .I'l), .. .,NZ(@l, Z, .Z'p))

2. Teraz ukazme, ze ak MP (¢, ;) = @i, tak aj MP (¢, ¥;) = 1.
MP (¢, p;) = ¢; vieme podla definicie zapisat takto: ¢; = ¢ — ¢;.

Oznac¢me si elementarne vyroky vyroku ¢; ako by, ..., b,, dalej elemen-
tarne vyroky vyroku ¢, ako cq,..., ¢, a elementarne vyroky vyroku ¢;
ako di,...,d,. A podla vety 1.2 ndjdime prislusné vyrokové schémy.

Prehladne to mozeme zapisat takto:
P =P — Pi = Fj(bl, ey bp) = (Fk(Cl, R ,Cq) — E(dl, e 7dr))-
A podla predchadzajucej vety

¢j = Nz(el, Z, F‘j(bl, ey bp))

Nz(ey, Z, (Fy(c1, ..., cq) — Fi(dy,....d;)))

(Nz(ey, Z, Fy(cq,...,¢,)) — Nz(ey, Z, Fi(dy, . .., d,)))
Y — i

1; teda vzniklo z pravidla MP s argumentmi v, a 1);.

Vsetky viroky v postupnosti 11, . . ., 1, spliiajit podmienky definicie dokazu,
a kedze 1,, = ¢, tak tato postupnost, ktora obsahuje iba elementérne vyroky
{e1,...,en}, je dokazom vyroku ¢. O

Priklad. Uvedieme teraz dokaz vyroku ¢, v ktorom vyroky obsahuju elemen-
tarne vyroky nepatriace EV(p). Dokaz vyroku ¢ = a — a vyzera napriklad
takto:

pr=(a = ((b—a) =a)) = ((a—=(b—a)) = (a —a) =Ax2(a,b— a,a)
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wo=a — ((b—a) — a) =Ax1(a,b — a)

3= (@ — (b—a)) — (a — a) =MP(p2, ©1)
ps=a — (b—a) =Ax1(a ,b)
Ps=a — a :MP(%, 903)

Ako vidime postupnost ¢1, ..., @, je dokazom vyroku . Podla predché-
dajucej vety vieme, ze existuje dokaz, ktory obsahuje iba elementarne vyroky
patriace EV (y), teda jediny elementarny vyrok a.

N&jdime ho rovnako ako v dokaze tejto vety.

= Nz(a, {b}, (@ — ((b = a) = a)) = ((a = (b = a)) = (¢ — a)))

= Nz(a, {b}, Ax2(a,b — a,a))
o= Nz(a, {b},a — ((b — a) — a))

= Nz(a, {b}, Ax1(a,b — a))
Y= Na(a, {b}, (@ — (b— @) — (@ — a))

= Nz(a, {b}’ MP (02, ¢1))

= Nz(a, {b}, Ax1(a ,b))

4= Nz(a,{b},a — (b — a))

Vs= Nz(a,{b},a — a)
= Nz(a, {b}, MP (¢4, ¥3))

A po vyhodnoteni vSetkych Nz dostavame pozadovany dokaz s jedinym
elementarnym vyrokom a.

1= (a — E(a —a) —a)) — ((a— (a—a)) — (a —a)) =Ax2(a,a — a,a)

wo=a — ((a — a) — a) =Ax1(a,a — a)
ps= (0 — (a —a)) = (a —a) =MP(¢2, ¢1)
Q4= a —>(CL—>CL> :Axl(a’a)
ps=a —a =MP (¢4, ¢3)
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Kapitola 3

Analyza riesenia

Nasim cielom je dokézat vyrok 1. Co o 1fiom vieme? Vieme rychlo overit,
¢i vyrok ¢ je tautoldgia. O overovani sa eSte zmienime neskor. Vdaka Post-
Churchovej vete (dokaz tejto vety najdeme napriklad v [2]) vieme, Ze vyrok
je dokazatelny prave vtedy, ak je tautoldgia.

Rozumné je i predpokladat, Ze zadany vyrok uz dokazatelny je, a zo
zaciatku overovanie vynechame.

N4&s problém teda zjednodusme takto: Je zadany dokdzatelny vyrok
a mame najst jeho dokaz.

Z definicie dokazu vyroku vidime, Ze st len dve moznosti, ako vzniklo ).

1. Je to instancia jednej z axiém, ¢o vieme hned overit.

2. Vzniklo z modus ponens ¢ a ¢ — 1. V druhom pripade bude dokaz vyzerat
takto:

F Py
Y
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Ak by 1 bola instancia axiomy, tak sme prave nasli jeho dokaz. Mal by
jediny riadok. O algoritme, ktory odpovie na otazku ,Je vyrok je instanciou
zadanej schémy?“, sa este zmienime.

Teraz ostava vyriesit, ¢o ak 1 vzniklo pomocou modus ponens. Ak sa
tak stalo, tak z dokazu (ako sme ho znézornili vyssie) vidime, Ze v vzniklo
pomocou pravidla modus ponens s argumentmi ¢ a ¢ — 1.

Problémom ostava najdenie . Vieme vsak jednu dolezitt vec a to, ze ¢
existuje. To vyplyva z toho, ze dokaz i existuje, lebo vyrok je z predpokladu
dokazatelny a nie je to instancia axiémy.

Ak by sme zloZenie vyroku ¢ poznali, tak problém hladania dokazu
rozdelime na dva jednoduchsie problémy hladania dokazu pre ¢ a @ — 1.

Zamyslime sa, ¢o vlastne o ¢ vieme.

O zlozeni ¢ sa toho vela povedaf nedéa. Dizka aj zloZzenie moze byt aké-
kolvek. Podla predchadzajicej vety vieme iba to, Ze pocet roznych elemen-
tarnych vyrokov vo ¢ je mensi alebo rovnaky ako v 1.

Teraz sa mozeme vratit k povodnej tivahe. Co este o ¢ vieme? O ¢ vieme,
Ze je tautolégiou, pretoze aj p musi byt dokdzatelné ako vidiet v hornej casti
dokazu. Uvedomme si ale aj neprijemne;jsi fakt. Hladany dokaz existuje pre
Tubovolné . No pre rozne ¢ mdzu mat dokazy roznu dizku a ak by sme si ¢
zvolili lubovolne, dokaz by mohol byt neprimerane dlhy. Je dokonca mozné,
Ze takéto hladanie dékazu by sa zacyklilo.

Existuju teda dva zékladne problémy vo vybere vhodného (alebo aspon
pouzitelného) ¢:

1. Existuje nekonecne vela tautolégii ¢. (Pocet elementarnych vyrokov je
obmedzeny, dlzka vSak nie.)

2. Pre kazdu tautoldgiu ¢ je ¢ aj ¢ — 1 dokazatelné.
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Kapitola 4

Navrh riesenia

Pokisime sa teda vyskusat vSetky moznosti pre ¢, len to urobime postupne.
KedZe ich je nekonecne vela, zatial obmedzime pocet spojok, ktoré moze
© obsahovat. Algoritmu na vstupe zaddme maximalny pocet spojok, ktoré
mozu generované tautolégie obsahovat. Neskor algoritmus doplnime o to, aby
sa staral aj o tento problém.

Najprv si vSak povedzme, ¢o rozumieme pod poctom spojok:

Definicia 4.1. (Pocet implikacii)
Definujme funkciu Pimp z V¥ — N, ktora pre dany vyrok vrati pocet znakov
z mnoziny {—}.

Priklad. Pre vyrok a je Pimp(a) = 0, pretoze vyrok neobsahuje ziadnu im-
plikiciu. Pimp(a — b) = 1, pretoze zadany vyrok obsahuje jednu implikaciu.
Pimp(—a) = 0, Pimp(—(—a)) =0, ... Pimp(a — —b) = 1, lebo zadany vyrok
ma jednu implikaciu a aj Pimp(—(a — b)) = 1. Pimp(a — (b — ¢)) = 2, lebo
vyrok obsahuje dve implikacie.

Definicia 4.2. (Pocet negacii)
Definujme funkciu Pneg z V¥ — N, ktor4 pre dany vyrok vrati pocet znakov
z mnoziny {—}.

Priklad. Pre vyrok a je Pneg(a) = 0, pretoze vyrok a neobsahuje ziadnu
negaciu. Pneg(a — b) = 0, pretoZze zadany vyrok tieZ neobsahuje Zziadnu
negéiciu. Pneg(—a) = 1, Pneg(—(—a)) = 2, ... Pneg(a — —b) = 1, lebo
vyrok obsahuje jednu negéciu a aj Pneg(—(a — b)) = 1.
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Definicia 4.3. (Pocet spojok)
Definujme funkciu Pspoj z VE — N, ktora pre dany vyrok vrati pocet znakov
z mnoziny {—, —}.

Priklad. Pre vyrok a je Pspoj(a) = 0, pretoze vyrok a neobsahuje ziadnu
negaciu ani implikdciu. Pspoj(a — b) = 1, pretoze zadany vyrok obsahuje
jednu implikaciu. Pspoj(—a) = 1, Pspoj(—(—a)) =2, ... Pspoj(a — —b) = 2,
pretoze zadané vyroky maju dve spojky a aj Pspoj(—(a — b)) = 2.

Pre kazdy pocet spojok, ktoré obsahuje skisana tautoldgia, moze existo-
vat dokaz. Ten vSak moze byt zbytocne dlhy. Nie je ani vylacené, ze dokaz
pre vygenerovani tautolégiu sa tymto algoritmom (postupnym skisanim )
dokonca nendjde a program sa zacykli. Uvedme si priklad zacyklenia.

Priklad. Ak hladdme dokaz ¢ — a a k nemu zvolime vyrok a — a. Podla
modus ponens tento problém rozdelime na dva problémy, ktoré by mali byt
jednoduchsie, a to hladanie dokazu a — a a (¢ — a) — (a — a). A uz
vidime, Ze nas prvy jednoduchsi problém je rovnaky ako hlavny problém na
zaciatku. Ak budeme tautoldgiu stale generovat rovnako, program sa jasne
zacykli.

Toto bol trividlny priklad, kde generujeme hned rovnaky vyrok. V sku-
tocnosti sa takéto zacyklenie mdze objavit aj o trosku neprehladnejsie.

Aby sme sa vyhli tymto problémom, uZivatel zada, do akej dizky sa ma
dokaz hladat. (Neskor ttto narocnia tlohu od uzivatela opéf preberieme.)

Ako sme uz povedali, dokaz teda budeme postupne hladat odzadu.
Procedtra s nasim algoritmom mé 4 parametre:

1. ¢ je vyrok, ktorého dokaz chceme néjst.
2. s je maximalny pocet spojok generovanych tautoldgii.
3. n je maximalna dlzka, po ktort sa dokaz hlada.

4. nasiel je premenna, ktorda nadobudne hodnotu true, ak algoritmus dokaz
najde. Pomocou tejto premennej neskor voland procedira odpovie svojmu
volatelovi, ¢ dokaz nasla. Prednastavend hodnota nasiel je false.

Poznamka. Pri uvadzani zdrojovych kédov budeme komentare v nich od-
delovat znakmi // a zaroveni budeme komentér pisaf pre lepSie rozliSenie
modrou farbou.
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procedure Nd(¢),s,n,nasiel)
if n=0 then  exit; //obmedzenie dlzky ddokazu
nasiel:=false;
if Axioma(t)) then {Zapamataj(¢’); nasiel:=true;}
else
{
Generuj(s); //vygeneruje ¢i,...,¢;, také,
//ze Pspoj(y;) < s
for i:=1 to k do
{Nd(p;,s,n-1,%);
Nd(p; — ¥ ,s,n-1,y);
if x and y then
{Zapamataj (y;) ;
Zapamataj (¢; — 1) ;
nasiel:=1;
exit;}

Poznamka. Nazov procedury Nd znamena najdi dokaz.

V algoritme st pouzité niektoré funkcie a procedury, ktoré st vsak pre
nas nezname. Tieto procediry a funkcie si definujeme neskor. Teraz si vSak
aspon povedzme, ¢o by mali robit.

Axioma () je funkcia, ktora nadobtuda hodnoty true alebo false. Hodnotu
true nadobudne, ak ¢ je nejakou instanciou niektorej z troch schém logickych
axiom. Hodnotu false nadobudne v opa¢nom pripade.

Zapamataj (¢) si zapaméta vyrok ¢ do postupnosti vyrokov, ktoré buda po
skonéeni behu algoritmu tvorit dokaz.

Generuj(s) vygeneruje vsetky tautoldgie obsahujtce najviac s spojok. Fun-
kcia Generuj obsahuje vo svojom vnutri aj funkciu JeTautologia. Jej vy-
uzitim funkcia Generuj generuje len tautoldgie.
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Kapitola 5

Kolko bude algoritmus musiet
presktsSat moZnosti?

Aby sme zistili, kolko musi algoritmus preskusat moznosti, musime najprv
zistit, kolko vyrokov vygeneruje funkcia Generuj. Zatial nevieme ako presne
tato funkcia funguje, ale vieme, ¢o robi. Vrati vSetky vyroky, ktoré obsa-
huji najviac s spojok. V tejto kapitole nas zaujima kolko ich je. Problém si
rozlozime na niekolko jednoduchsich.

5.1 Pocet vyrokov bez ozatvorkovania

Definicia 5.1. Vyrok bez ozatvorkovania je kazdy vyrok, v ktorom fubovony
vyskyt znaku ,,(“ alebo znaku ,,)“ nahradime prazdnym znakom.

«

Priklad. Vyrokom bez ozdtvorkovania je napriklad tento refazec a — b —
c—d.

Definicia 5.2. Definujeme si funkciu Vbo, ktora vrati pocet roznych vyrokov
bez ozatvorkovania pre vstup, ktory pozostava z dvoch parametrov. Prvym
je pocet elementarnych vyrokov a druhym pocet implikacii, ktoré vyrok ob-
sahuje.

Priklad. Kolko je vyrokov bez ozatvorkovania so 4 implikéciami, ak obsahuju
maximalne dva elementarne vyroky. (Aké je Vbo(2,4)7?)

Mame 4 implikicie a 2 elementarne vyroky, napriklad a,b. Pocet implikacii
urc¢uje miesta, na ktorych sa mozu elementarne vyroky nachadzat. Na kazdé
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miesto mozeme umiestnit jednu z dvoch moznosti. Vyber elementarného vy-
roku na Tubovolné miesto je nezavisly od vyberov na ostatné miesta. Teda
ndzorne mozeme zapisat: 2 — 2 — 2 — 2 — 2, ¢o znamend 2 -2 -2 -2 -2
moznosti a to je: 2° rdznych vyrokov bez ozitvorkovania.

Vseobecne. Ak mame n implikicii vo vyroku, tak mame n + 1 miest pre
umiestnenie elementarnych vyrokov. Na kazdé jedno miesto mozeme umiest-
nit kazdy jeden elementarny vyrok. Dokopy teda e elementdrnych vyrokov,
kde e je pocet elementarnych vyrokov, ktoré moéze vyrok bez ozatvorkovania
obsahovat. Vseobecne je to

Vbo(e,n) = "1,

5.2 Kolko je roznych ozatvorkovani vyroku?

Definicia 5.3. Definujme si funkciu Ozat z N — N, ktora dostane na vstup
pocet implikacii vyroku bez ozatvorkovania a na vystupe nadobudne pocet
vsetkych roznych vyrokov, ktoré vzniknii po doplneni zatvoriek.

Poznamka. Zjednodusene budeme hovorit o poéte ozatvorkovani.

Priklad. Kolko je ozatvorkovani pre vyrok bez ozdtvorkovania a — b —
¢ — d — e? Akt hodnotu teda nadobudne funkcia Ozat(4)?

Zatvorkovanie vlastne urcuje, ktora implikacia sa vykona pri vyhodnoco-
vani ako prva. Pre nas vyrok bez ozdtvorkovania mame 4 moznosti — kazda
implikdcia moéze byt vykonand ako prva.

Vsimnime si, Ze teraz ndm uz staci zratat Ozat pre lavy a pravy podvyrok.
KedZe Iubovolna moznost z lavého podvyroku moze nastat s lubovolnou moz-
nostou z pravého podvyroku, budeme vo vysledku jednotlivé hodnoty Ozat
z podvyrokov nasobit. Naopak hodnoty Ozat z rovnakej tirovne sa budu sci-
tavaf, pretoze nemdzu spolu nastaf. Funkcia Ozat sa d& takto rekurzivne
vypocitat. Rekurzia sa zastavi pri Ozat(0) = 1. O tejto hodnote hovori na-
sledujiica poznamka.

Poznamka. Ozat(0) vyjadruje pocet ozatvorkovani elementarneho vyroku.
Mohlo by sa zdat, Ze pocet ozatvorkovani elementarneho vyroku je 0, pretoze
zatvorky sa nedaji umiestnif. MoZeme to chépaf ale aj tak, Ze elementérny
vyrok mézeme ozatvorkovat jedinym spdsobom a to tak, Ze ho neozatvorku-
jeme. My sa budeme pridrzat tejto moznosti, lebo ndm viac vyhovuje.
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Vyrok s jednou implikaciou ma tiez jedno ozatvorkovanie a to vyrok neozat-
vorkovat.

Vratme sa spif k nasmu prikladu:

ea— (b—c—d—e) teda Ozat(0)- Ozat(3)

e (a—0b)— (c—d —e) teda Ozat(l)- Ozat(2)

e (a—b—c)—(d —e) teda Ozat(2)- Ozat(1)

e(a—b—c—d —e teda Ozat(3) - Ozat(0)

A ako uz vieme, Ozat(0) = Ozat(1) = 1, teda Ozat(4) = Ozat(0) - Ozat(3) +
Ozat(1) - Ozat(2) + Ozat(2) - Ozat(1) + Ozat(3) - Ozat(0).

Vseobecne je to
n—1
Ozat(n) = Z Ozat(i) - Ozat(n — 1 — 1),
=0

kde Ozat(0) = Ozat(1l) = 1 a n = Pimp(¢p).

Aby sme ziskali pribliznt predstavu o tom, kolko ozatvorkovani pre jed-
notlivé dizky vyrokov existuje, pozrime si nasledujtcu tabulku.

Pocet implikacii Pocet ozatvorkovani
1

2

5

14

42

132

TO O W N

Bolo by vhodné, tento rekurzivny vztah vyjadrili len cez n-ty ¢len. V
literature [3] si mozeme vSimnuf, Ze nase ¢leny st tzv. Catalanske ¢isla. V
danej literatire najdeme i rézne dokazy vyjadrenia n-tého ¢lenu ako

Ozat(n) = — (2”)

n+1. n

kde n > 0.
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5.3 Negacie

Definicia 5.4. Definujme si funkciu Nneg z N2 — N, ktora dostane na vstup
pocet implikacii vyroku bez ozatvorkovania a pocet negacii a na vystupe
nadobudne hodnotu poctu vSetkych roznych vyrokov podla definicie s danym
poctom negacii a implikacii.

Najprv sa zamyslime, kde v8ade do korektného vyroku podla definicie
bez negacii méZzeme negécie doplnif. Prvym miestom je miesto bezprostredne
pred elementarnym vyrokom. To znamen4, Ze sme uz nasli Pimp(¢)+1 miest,
kde mdZzeme negécie doplnit. Samozrejme pred jeden elementarny vyrok mo-
zeme doplnit aj viac negécii.

Dalsie takéto miesta st pred kazdou lavou zatvorkou. A posledné miesto
je pred zatvorkou, ktora ozatvorkuje cely vyrok, a ktord zvycajne nepiseme.

Priklad. Vo vyroku ((a — b) — (¢ — d)) sme sivou farbou oznacili zatvorky,
ktoré zvycajne nepiseme. Znakom ., si teraz oznacime miesta, kde mdzeme
doplnit negaciu.

Ly (:\_12 (\—’3a - \—’4b) - Us (\—’BC - ‘—’7d))

Ako vidiet, pre nas vyrok existuje sedem miest, kde méz byt negécie umiest-
nené.

Zd4 sa, ze pocet miest, kde mozeme zatvorky doplnit, je zavisly na kon-
krétnom ozatvorkovani vyroku. Na tom vSak vdaka nasledujicemu tvrdeniu
nezalezi.

Tvrdenie 5.1. Vsetky vyroky obsahujice n implikacii a ziadnu negéaciu,
maju rovnaky pocet Tavych zatvoriek a ich pocet je prave n (resp. n — 1 po
vynechani vonkajsieho zatvorkového péaru).

Dokaz. Tvrdenie je zrejme hned z definicie vyroku. Kazda implikacia vznikla
z definicie vyroku cast 2b. Je to jediny spdsob vzniknutia zatvorky, pretoze
¢ast 2a. nemohla nastat, lebo vyrok podla predpokladu negaciu neobsahuje.
S kazdou implikiciou teda vznikla i jedna lava zatvorka. Kedze vyroky maju
n implikécii, maja i n Tavych zatvoriek. Vonkajsiu Tava zatvorku zvycajne
vynechévame, a teda vyrok mé n — 1 lavych zatvoriek po tomto vynechani.

O

Funkcia ma na vstupe n implikacii. Existuje Ozat(n) réznych ozatvorko-
vani a pre kazdé jedno takéto ozatvorkovanie mame n + 1 + n miest (n + 1
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pred elementarnymi vyrokmi a n pred n lavymi zatvorkami) pre umiestne-
nie negacii. Pred nami je posledné otazka: Ak mame x = 2n + 1 miest na
umiestnenie negécii a k negacii, kolkymi spésobmi ich mdzeme umiestnit?

Chceme vlastne rozdelitf & negacii na z Casti a zistit kolkymi spdsobmi
sa to da. Vyuzijeme takzvany priehradkovy princip. To znamené, ze medzi
negacie zoradené v riadku (je jedno ako) vlozime x — 1 priehradok. Negéacie
od zaciatku az po prvia priehradku patria na prvé miesto na ktoré mozeme
vlozit negacie, teda na ;. Negacie od prvej priehradky po druht patria na

L,, atd., az negécie od poslednej priehradky po koniec patria na, . Je jasné,
7e medzi priehradkami sa ob¢as moze nevyskytnitf ziadna negacia.

Teraz si odpovedzme kolkymi spdsobmi sa priehradky daju ulozit. Pocet
vsetkych objektov je k+x —1. Zratali sme teda dokopy negacie aj priehradky.
Teraz z nich uz len vyberieme x — 1 miest kde sa buda nachadzat priehradky.
To znamena, ze pocet rozmiestneni priehradok je (“”ﬁ;l)

Teraz zhriime vSetky tvahy do jedného vzorca na vypocet Nneg(n, k), kde
n je pocet implikacii, ktoré vyrok obsahuje a k£ pocet negacii, ktoré mame
doplnit.

Nneg(n, k) = Ozat(n) - <(2" +1)+k - 1)

2n+1)—1
teda _—
Nneg(n, k) = Ozat(n) - < n2—|— )

n

Ozat(n) ndm poskytne presny pocet vyrokov s n implikdciami. Kazdy z nich
ma 2n+ 1 miest na ulozenie k negacii. (27;;‘;]“) je zase pocet moznosti, kolkymi
sa d& umiestnit k negacii na 2n + 1 miest.

Priklad. Aka je hodnota Nneg(3,3)? Kolko roznych vyrokov sa da vytvorit
z vyroku bez ozatvorkovania a — b — ¢ — d po ozatvorkovani a doplneni 3
negacii?

Strucne zopakujeme predchadzajicu uvahu. Pred kazdou Tavou zatvorkou
moze byt negacia. To znamend: Vypisme si vSetky mozné vyroky po ozatvor-
kovani, pre kazdy zistime, kolko roznych vyrokov dostaneme po doplneni 3
negacii. Samozrejme pre kazdy vyrok to bude rovnaka hodnota a neméa zmy-
sel si ich vypisovat vSetky. Tentokrat si vSak vypisanim ukézeme ako vzorec
funguje.
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Takze rdzne ozatvorkovania su:
e a— (b—(c—d)
e a— ((b—c)—d)
e (a—b)— (c—d)
e (a— (b—r0c)—d
* ((a—=b)—c)—d

Pre kazdy vyrok mame 7 miest na vlozenie negacii a z kazdého vyroku

mozeme vytvorif (25’;:3) = (2) vyrokov po doplneni 3 negécii:
o (Lo =y (Lgb — Ls(uge — ued))) — (2) = 84 moznosti
o (Lo — Ly (L (ugh — uge) — upd)) — (2) = 84 moznosti
o (L, (usa — b)) — gL — uld)) — (2) = 84 moznosti
® 1y (b (s =y (ush — Le0)) — urd) — (2) = 84 moznosti
o (s (s (L@ — ugh) — uge) — upd) — (2) = 84 moznosti

Ako vidime je 5 roznych ozatvorkovani vyroku teda
9
Nneg(3,3) = Ozat(3) - (6) =584 = 420.

Existuje teda 420 roznych vyrokov s 3 implikaciami a 3 negaciami.

5.4 Pocet vyrokov

Definicia 5.5. Definujme si funkciu Pvyr z N> — N, ktor4 dostane na vstup
pocet spojok a pocet roznych elementarnych vyrokov, ktoré moze vyrok ob-
sahovat a na vystupe nadobudne hodnotu poc¢tu vSetkych réznych takychto
vyrokov.

Najprv vyrieSme otazku: kolko je implikacii a kolko negécii. Tento prob-
lém vyriesime tak, ze ak mame s spojok, tak postupne sc¢itame:
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0 implikécii a s negécii,

1 implikacia a s — 1 negécii,
Simp iMplikacii a s — s;,,,, negacii

s — 1 implikacii a 1 negacia,
s implikacii a 0 negéacii.

Ak by zloZenie a umiestnenie elementarnych vyrokov bolo uz dané (tak
ako v poslednom priklade), tak pocet vhodnych vyrokov s s spojkami urci
funkcia Z;mp:o Nneg(Simp, S — Simp). Pre kazdé jedno umiestnenie elemen-
tarnych vyrokov nastane presne tolko réznych moznosti. Teda ak mame e
roznych elementarnych vyrokov, ktoré moze vyrok obsahovat a s spojok,
ktoré obsahuje, tak pocet roznych vyrokov je:

Pvyr(s,e) = Z Vbo(e, Simp) - Nneg(Simps S — Simp)-

Simp=0

Mozeme dokonca za funkcie Vbo a Nneg dosadit ich predpisy. Predpis
Nneg obsahuje predpis Ozat, ktory hned dosadime:

Pvyr(s,e) = Z Vbol(e, Simp) - Nneg(Simp, § — Simp) =

Simp=0
s
. 2Simp + 5 — 8;
E e*imr . Ozat(Simp) - ( ZmPQ e —
S.
Simp=0 vmp
s

Z e 1 (23imp) . (simp + 3) _
- _ Simp + 1 Simp 23imp
Simp=0

a po uprave
S

3 st sim)

(Simp + DSimp! (5 — Simp)!

Simp=0
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Teraz uz vieme zistit pocet roznych vyrokov, ak vieme kolko spojok ob-
sahuju a pocet elementarnych vyrokov. Pre nazornost si pozrime, kolko je
takych vyrokov, ktoré obsahuji najviac s spojok a e elementarnych vyrokov.

s e |Pvyr(s,e)
0 1 1
1 1 3
2 1 9
3 1 31
4 1 121
5 1 515
s e |Pvyr(s,e)
0 2 2
1 2 8
2 2 38
3 2 224
4 2 1514
5 2 11096
s e |Pvyr(s,e)
0 3 3
1 3 15
2 3 99
3 3 831
4 3 7971
5 3 82575

5.5 Pocet mozZnosti v dokaze
Pocdet presktsanych moznosti v dokaze sa moze menit v zavislosti od dokazu.

Preto si len pre obraznost vyskusajme vypocitat pocet moznosti pre dokaz
vyroku a — a.
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Nagmu algoritmu treba zadaf maximalnu dizku dokazu a maximélny po-
Cet spojok, ktoré moze vyrok obsahovat. Prvii nastavme na 5 a druht na 3.
Dokaz piseme odzadu, pretoze takto postupuje aj algoritmus:

Ys=a —a =MP (¢4, p3)
pes=a — (a—a) =Ax1(a ,a) 13 moznosti
3= (a — (a—a))— (a — a) =MP(¢2, ¢1)
wos=0a — ((a —a) —a) =Ax1(a,a — a) 44 moznosti

pr=(a — ((a—a)—a))
— ((a = (a—a)) — (a —a)) =Ax2(a,a — a,a)

Najprv si uvedomme ako vzniko ¢islo 13. Je to tak, ze 13 = 1+ 3 + 9,
teda Pvyr(0,1) + Pvyr(1,1) + Pvyr(2,1). Skon¢ili sme pri pocte spojok 2
napriek tomu, ze sme algoritmu na vstupe zadali maximalny pocet spojok 3.
O tom ako generujeme vyroky zatial nevieme ni¢. Mozeme ale predpokladat,
ze ich generujeme postupne v poradi pre pocet spojok 0, 1, 2, 3. V nasom
pripade prideme k poctu spojok 2 a najdeme vyrok, ktory vidime v dokaze
(najneskor ako 13.). Rekurzivne zistujeme ¢i je dobry a chystame sa pre neho
vyskusat vSetky mozné vyroky. Pre vyroky, ktoré sme uz vygenerovali pred
tymto vyrokom, sme uz vyskusali vSetky mozné vyroky splnajice podmienky.
Tych je Pvyr(0,1)+Pvyr(1,1)+Pvyr(2,1)+Pvyr(3,1) = 1+3+9+31 = 44.

Ako vidime ku kazdému z vyrokov generovanych v prvom kole sme museli
v druhom kole vygenerovat vSetky mozné vyroky spliiajice podmienky. Je
teda zrejme, ze algoritmus v dokaze vysktsa dokopy 13 - 44 = 572 moznosti.
Reélne ich bude o nie¢o menej. A to z dvoch dovodov:

1. Ako sme uz uviedli pre vyrok generovany v prvom kole. Spravny vyrok
sa nemusi nutne najst ako posledny.

2. Len mensia c¢ast generovanych vyrokov budu tautoldgie. Doteraz sme
v nasej uvahe o pocte vyrokov vzdy uvazovali vsetky vyroky.

5.6 Tautologie

Pocdet tautoldgii pre vyroky s s spojkami moze byt rozny. Pre ukdzku: z vy-
rokov s maximalnym poc¢tom spojok dva, kde je deviit moznosti, st iba dva
vyroky tautolégiami:
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Nula spojok:

Jedna spojka:

Dve spojky:

Aby sme ziskali priblizny prehlad o tom kolko je tautoldgii z vyrokov
s po¢tom spojok s, pozrime sa na nasledujicu tabulku.

a

—Q X

a—a

=(—a)
a — —a

-a— a

—(a
a— (a

(a —a)—a

v

— a)
— a)

X <X X X X

s | e | Pocet vyrokov | Pocet tautoldgii| %
0|1 1 0 0
11 3 1 33,3
201 9 2 222
311 31 14 45,2
411 121 45 37,2
511 515 244 47 4
s | e | Pocet vyrokov | Pocet tautoldgii| %
02 2 0 0
12 8 2 25
212 38 8 21
312 224 76 28,3
s | e | Pocet vyrokov | Pocet tautoldgii| %
03 3 0 0
13 15 3 20
213 99 18 18,2
33 831 216 26
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Kapitola 6
Spit k algoritmu

Vratme sa spét k naSmu algoritmu. Pri jeho definovani sme pouzili viacero
este nedefinovanych funkcii. Dalej sme spomenuli, Ze sdm uzivatel musi volit
maximalnu dlzku dokazu a maximalny podet spojok v generovanych tauto-
l6giach. UZivatel mé teraz tazka tlohu ako tieto hodnoty zvolit.

6.1 Odstranenie nastavovania vstupov

Pomozeme mu takto. Budeme algoritmus sptstat viackrat. Prvykrat ho spus-
time s maximalnym poctom spojok pre generované tautolégie nastavenou na
nula. Druhykrat s dlzkou jedna, tretikrat dva,. ..

Takto zabezpecime to, ze dokaz sa urcite skor alebo neskor najde. Nevy-
hodou je, Ze takto spustany algoritmus, testuje v kazdom spusteni moznosti,
ktoré uz testoval jeho predchodca.

Odbremenili sme uzivatela od nastavovania maximélneho poc¢tu spojok
pre generované tautoldgie. Ostéva vyriesif maximalnu dlzku dékazu. Tento
problém vsak vyrieSime rovnako. Postupne spustime algoritmus pre dizku
jedna. Druhé spustenie bude mat nastavend dizku dva, ... Postupne opit
skor, ¢i neskdr dokaz najdeme.

Vyskytol sa viak jeden problém. Pre dokaz dlzky jedna ski$ame postupne
maximalny pocet spojok generovanych tautoldgii od jedna a uz sa nezasta-
vime. Na dlzku dokazu dva teda nikdy ani nepride. Ak dékaz dizky jedna
neexistuje (¢o je splnené vzdy, ak zadany vyrok nie je hned axiémou) nas
algoritmus dokaz nenajde a pobezi do nekonec¢na.

VyrieSime to tak, Ze budeme zvySovat dlzku dokazu postupne so zvyso-
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vanim maximéalneho poctu spojok pre generované tautolégie. Teda najprv
zvysime maximalny poéet spojok pre generované tautolégie, potom dizku
dokazu, opif pocet spojok, opit dizku dokazu, atd.
Algoritmus budeme teda postupne volat s nasledujicimi vstupnymi pa-
rametrami:
Maximalny pocet | Maximéalna dizka
spojok dokazu
0 1

W W NN
SN GCVEEGURN VRN O

6.2 Ucenie algoritmu

V tejto ¢asti, by sme cheeli po dokdzani vyroku, nasjt dokaz takej schémy, ze
dany vyrok je jej inStanciou a nasledne naucit algoritmus dokaz tejto schémy.
Pri neskorsom dokazovni instancie tejto schémy algoritmus z dékazu schémy
vytvori dokaz vyroku.

Potrebujeme teda dva algoritmy: Algoritmus na vytvorenie dokazu sché-
my z dokazu vyroku a opacne, teda algoritmus na vytvorenie dokazu vyroku
z dokazu schémy (ziskanej predchadzajicim algoritmom). O tychto algorit-
moch hovoria nasledujiice Casti.

6.2.1 Z doékazu vyroku dokaz vyrokovej schémy

Veta 1.2 hovori o tom, ze kazda tautoldgia je inStanciou tautologickej vyroko-
vej schémy. Nasledujuci algoritmus vytvori z dokazu takejto tautologie dokaz
takejto schémy. Oznac¢me si vyroky doékazu vyroku ako @1, ..., ¢,. Predpo-
kladajme, Ze dokaz tejto tautoldgie je podla vety 2.2 iba s elementarnymi
vyrokmi z mnoziny Ev(p,).
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Algoritmus. Postupne prechadzame vyroky dokazu vyroku od i = 1 az po
1 =n, kde n je index posledného vyroku v dokaze.
Pre kazdé i zaradime na koniec dokazu vyrokovej schémy nasledovni schému:

1. Ak je vyrok ¢; instanciou jednej zo schém logickych axiém, tak do
doékazu zaradime tato schému.

2. Ak vyrok ¢; vznikol z funkcie modus ponens s argumentmi ¢, a ¢y, tak
v dokaze schémy uz musia byt schémy F; a Fj. Do dokazu zaradime
schému F'| ktord vznikne podla vety 1.2 z vyroku ¢;. Ak sa poradie
alebo pocet argumentov schémy F) lisi od argumentov F', tak hned pred
schému [’ zaradime schému F,, ktora vznikne vyberom argumentov zo
schémy F);. A rovnako, pre schému Fj: ak treba, pridame schému Fi,.

Vsimnime si, Ze ide naozaj o dokaz. Vytvorili sme postupnost Fy, ..., F,.
A v§imnime si, Ze pre kazdé i < m schéma F; vznikla jednou z troch moznosti,
ktoré st uvedené v definicii dokazu vyrokovej schémy, a to bud ako schéma
axiomy, vyberu argumentov alebo ako modus ponens.

6.2.2 Z dokazu vyrokovej schémy dokaz vyroku

Teraz popisme opac¢ny algoritmus. Predpokladajme, ze dokaz schémy vznikol
algoritmom z predchadzajicej Casti. Oznacme si postupnost, ktora tvori do-
kaz vyrokovej schémy F' ako Fi,..., F,,. A ukdzme algoritmus, ktory najde
dokaz vyroku ¢ s elementarnymi vyrokmi ey, ..., e,.

Algoritmus. Postupne prechadzame vyroky dékazu schémy od i = m az po
1 =1, kde m je index poslednéj schémy v dokaze.

Je zrejmé, Ze posledny ¢len dokazu bude F,(ei,...,e,). za premenné
x1,...,2,. sme teda postupne dosadili elementarne vyroky eq,...,e,.. Toto
dosadenie si zapamitame a v priebehu vytvarania dokazu vyroku budeme
vzdy za premennt z; dosadzovaf elementarny vyrok e;, kde ¢ je od 1 po r.
Toto dosadenie budeme nazyvat vhodné dosadenie elementarnych vyrokov.
Pre kazdé ¢ zaradime na zaciatok dokazu vyroku nasledovnt schému:

1. Ak je schéma F; jedna zo schém logickych axiom, tak na zaciatok do-
kazu zaradime vyrok, ktory vznikne vhodnym dosadenim elementar-
nych vyrokov eq,..., e, do schémy F;.
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2a. Ak schéma F; vznikla vyberom argumentov, tak na zaciatok ddkazu
nezaradime ziadny vyrok.

2b. Ak schéma F; vznikla pravidlom modus ponens, tak na zaciatok dokazu
zaradime vyrok, ktory vznikne vhodnym dosadenim elementarnych vy-
rokov eq,...,e,. do schémy Fj.

Opit si uvedomme, Ze postupnost vyrokov as, . .., a, z predchadzajiceho
algoritmu je naozaj dékazom vyroku a. Je zrejmé, ze o, = a. Tiez plati, ze
kazdy vyrok «; je bud inStanciou jednej zo schém logickych axiém alebo
vznikol pomocou pravidla modus ponens s argumentmi, ktoré sa nachadzaja
v dokaze pred vyrokom «; (teda maji nizsi index).
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Kapitola 7

Niektoré zaujimavé a dolezité
castl programu

V tejto Casti si uvedieme niektoré zaujimavé alebo dolezité casti programu.

7.1 Funkcia Generuj

Zacneme tym, ¢o sme uz spominali. Nas problém si vyzadoval proceduru
Generuj(s), ktord vygeneruje vSetky vyroky resp. tautoldgie, ktoré obsahuju
najviac s spojok.

Budeme postupovat podobne ako pri zratavani po¢tu vyrokov. Vyroky
budeme postupne zapisovat vzdy na koniec pola vyroky. Rovnako existuju
aj polia vbo a ozatvbo. Pole vbo obsahuje vyroky bez ozatvorkovania. V poli
ozatvbo si zase ozdtvorkované jednotlivé prvky pola vbo. Z pola ozatvbo
pridanim vhodného poc¢tu negécii na spravne miesta potom vznikne spomi-
nané pole vyroky.

Poznamka. Nasledujtce procediry nemusia byt tplne rovnaké ako proce-
dury v priloZenom programe. Mozu z nich byt vynechané nepodstatné casti.

procedure Generuj(s,e:integer; var vyroky:pole;
taut:boolean);
//vygeneruje vyroky s maximdlnym po&tom spojok s
//a e elementarnymi vjrokmi
var ss:integer;
vbo,ozatvbo:pole;
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begin
for ss:=0 to s do //spojky od O po s
GenerujS(ss,e,vbo,ozatvbo,vyroky,taut);//jej definiciu
//si eSte ukaZeme
end;

Poznamka. Typ pole je dynamické pole retazcov.

Vsimnime si, ze medzi vstupné parametre pribudol pocet elementarnych
vyrokov. Je to preto, zZe pocet vyrokov a aj samotné generované vyroky od
neho zavisia. Pri hladani dokazu teda najprv zistime pocet elementarnych
vyrokov, ktoré zadany vyrok obsahuje a tiito hodnotu dosadime do procedury
Generuj. Vynechanie inych elementarnych vyrokov si méZzeme dovolit vdaka
vete 2.2.

Teraz nas vSak uz zaujima procedira GenerujS. Jej tlohou je vygenerovat
vyroky presne so zadanym poctom spojok. Procedira prepoklada, ze vyroky
s po¢tom spojok od 0 po s — 1 uz ma vygenerované.

procedure GenerujS(s,e:integer;
var vbo,ozatvbo,vyroky:pole; taut:boolean);
var imp:integer;
begin
for imp:=0 to s do //implikacie od O po s, negidcie od s po O
GenerujVyrokySImpANeg(imp,s-imp,e,vbo,o0zatvbo,vyroky,taut) ;
end;

Funkcia tejto procedury je teda pomerne jasna. Rozdeli pocet spojok s
postupne na implikacie a negacie. Teda na imp a s — imp, kde imp sa meni
od 0 po s a nasledne zavola procediru GenerujVyrokySImpANeg, ktora sa uz
mé postarat o zvySok.

Jej cielom je teda do pola vyroky zapisat vSetky také rozne vyroky, ktoré
maju imp implikacii, s — imp negéacii a e elementarnych vyrokov.

Pozrime sa na jej definiciu:

procedure GenerujVyrokySImpANeg(imp,neg,e:integer;
var vbo,ozatvbo,vyroky:pole; taut:boolean);
begin
GenerujVboSImp(imp,e,vbo) ;
//Vygeneruje vyroky bez ozdtvorkovania len s implikaciami
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OzatvorkujIch(e,imp,vbo,ozatvbo);
//z kazdého takého vyjroku bez zatvoriek len s implikaciami
//vytvori vSetky rdzne vyroky s ozatvorkovanim

OnegujIch(imp,neg,e,ozatvbo,vyroky,taut);
//z kazdého takého vyroku vytvori vsetky rdzne vyroky
//pridanim neg negacii

end;

Skor ako néas zaénu zaujimat tri zatial nezname procedury

GenerujVboSImp

OzatvorkujIch

OnegujIch
si povieme nieco o tom, ako urobit cely tento proces efektivnejsie. Skoro kaz-
dym jednym spustenim funkcie Nd na hladanie dokazu, sa spusta aj funkcia
Generuj a generuju sa vyroky, ktoré uz raz boli vygenerované. Hned néas teda
napada, ze vyroky budeme generovat iba raz a zapamitame si ich. Zapamé-
tame si ich do stboru, z ktorého ich v pripade potreby opéif precitame. To
mé vSak jeden hacik. Nacitanie zo siboru musi byt rychlejsie ako samotné
generovanie. Prax vSak ukazala, Ze nacitavanie je naozaj rychlejsie.

Cely proces je vhodné este doplnit nasledovne. Ak potrebujeme generovat

vyroky takej dlzky, Ze vyroky s takou dlzkou este v stibore nemame, tak
funkcia Generuj ,,nadviaze“ na vyroky zo stiboru a doplni pozadované vyroky.

Zaoberajme sa teraz procedirou GenerujVboSImp. Jej tilohou je pripravit
do pola vbo ,vyroky“ bez zatvoriek a negécii. Ide teda napriklad o retazce
ako a — a — a — a a podobne. Pozrime sa na definiciu tejto procedury:

procedure GenerujVboSImp(imp,e:integer; var vbo:pole);
var 1i,j,index,od:integer;
//vytvori viroky bez ozatvorkovania s imp implikdciami
begin
//chceme zapisovat na koniec pola vbo,
//tak oznalime koniec pola premennou index
if High(vbo)<1 then index:=0
else index:=High(vbo);
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//ak retazec nemd obsahovat Ziadnu implikéaciu,
//tak do pola zapiZeme len elementdrne vyroky
if imp=0 then
for i:=1 to e do
begin
Inc(index) ;
Incr(vbo);
vbo [index] :=ev[i];
end
//ak md obsahovat imp implikdcii, tak
//pred kazdj vyrok s imp-1 implikdciami
//predpiSeme elementarny vjrok a znak implikacie
else
begin
od:=Length(vbo) ;
for i:=1 to Mocnina(e,imp) do
for j:=1 to e do
begin
Inc(index);
Incr(vbo);
vbo [index] :=ev[j]+chr(174)+
+vbo [od-Mocnina(e,imp)+i-1];
end;
end;
end;

Komentare v procedtare nam popisali ako procedura funguje. Procedara ob-
sahuje aj zatial nezndme a aj neskor pouzivané funkcie Incr a Mocnina. Ich
definicie si nebudeme ukazovat, pretoZze su jednoduché a pre nas ucel ne-
Mocnina(a,b) vrati b-t(1 mocninu ¢isla a.

Postipme dalej a ukazme si definiciu procediry OzatvorkujIch. Cielom
tejto procediry je ozatvorkovat retazce z pola vbo.

procedure 0OzatvorkujIch(e,imp:integer;
vbo:pole; var ozatvbo:pole);
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var od,1i,j,maxvbo,index:integer;
s:string;
begin

//nastavime maximdlny index pola vbo
maxvbo :=High (vbo) ;

//chceme zapisovat na koniec pola ozatvbo,
//tak oznalime koniec pola premennou index
if High(ozatvbo)<1l then index:=0

else index:=High(ozatvbo);
//vyroky s niz8im poltom spojok sme uz do ozatvbo pridali
//v aktudlnom volani procediry chceme ozatvorkovat len
//prvky s imp implikdciami
od:=Length(vbo)-mocnina(e,imp+1);

for i:=od to maxvbo do //pre vSetky vhodné prvky
begin
//zapiSeme kaZzdé jedno ozatvorkovanie do pola ozatvbo
for j:=1 to PocetOzat(imp) do
begin
inc(index);
s:=vbol[i];
Ozatvorkuj(j,s); //definiciu hned uvedieme
Incr(ozatvbo) ;
ozatvbo[index] :=s;
end;
end;
end;

Procedira teda zatial len zistila, ktoré prvky z pola vbo treba ozatvorko-
vat (zvy$né uz si) a kazdy jeden takyto prvok ozatvorkovala procedirou
Ozatvorkuj(j,s), kde premennéd j nadobtida hodnoty od 1 po pocet ozat-

vorkovani. Tto hodnotu nam vrati funkcia PocetOzat.

Funkcii Ozatvorkuj(j,s) teda povieme, ze chceme j-té ozatvorkovanie

retazca s. Jej definicia je nasledovna:

procedure Ozatvorkuj(j:integer; var s:string);
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var a,b,imp:integer;
alfa,beta:string;
begin
if PocetZatv(s)>1 then
begin
//zistime j-tG implikaciu a retazec vlavo od nej
//priradime do premennej alfa a vpravo do beta
//zaroveil vypolitame nové j pre alfu a betu
//a zapiSeme ich do premennjch a a b.
//0 tomto vypolte sa eSte zmienime.
ZistiImpAB(j,imp,a,b,s,alfa,beta);
//rekurzivne potom ozatvorkujeme alfu aj betu
Ozatvorkuj(a,alfa);
Ozatvorkuj(b,beta) ;
//spitne poskladame vyrok, pridéme zatvorky,
//ak niektory podvjrok obsahuje implikaciu (funkcia dl)
if (dl1(alfa)>0) AND (dl(beta)>0) then
s:=’(’+alfa+’) ’+chr(174)+’ (’+beta+’)’
else
if (dl(alfa)>0) then
s:=’(’+alfa+’) ’+chr(174)+beta
else
if (dl(beta)>0) then
s:=alfa+chr(174)+’ (’+beta+’)’
else
s:=alfa+chr(174)+beta;
end;
end;

Procedira ZistiImpAB je definovana nasledovne. Zaujima nas hlavne vy-
pocet parametrov a a b.

procedure ZistiImpAB(i:integer; var imp,a,b:integer;
s:string; var alfa,beta:string);
var uz:integer;
begin
//retazec s postupne ozadtvorkovame
//v premennej uz si ratame ktoré zatvorkovanie mame
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//ak mame ozatvorkovanie i tak mdZeme skoniit, staci
//si pamatat premenné a a b

//zatial nemdme Ziadne ozatvorkovanie
uz:=0;

//postupne skiSame kazdi implikaciu ako hlavni
imp:=1;
while imp<=D1(s) do
begin
//Do premennej alfa priradime podretazec
//vlavo od imp-ej implikacie. beta podobne.
Kopiruj(s,alfa,1,Italmp(s,imp)-1);
Kopiruj(s,beta,Italmp(s,imp)+1,Length(s));

//pre kazdé ozatvorkovanie alfy robime
//v8etky ozatvorkovania bety a ich
//&isla si pamdtéme

a:=1;
while a<=PocetZatv(alfa) do
begin
b:=1;
while b<=PocetZatv(beta) do
begin
//Tu uz méme ozatvorkovane alfa aj beta
//teda celé s. Mame teda jedno ozadtvorkovanie
//retazca s a mdZeme zvy$it premenni uz.
Inc(uz);
//Mame pozadované ozatvorkovanie
//a premenné a,b si pamdtéme, mdZeme skonlit.
if uz=1i then exit;
Inc(b);
end;
Inc(a);
end;
Inc(imp);
end;
end;
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Vyskytli sa dve nové procediry a to D1 a Kopiruj. D1 zisti pocet implika-
cii zadaného refazca. Procedtira Kopiruj skopiruje podrefazec od zadane;
hranice po zadand hranicu.

Touto procedirou sme ukondili definiciu procediry 0zatvorkujIch a mo-
Zeme pokracovat poslednou procedirou OnegujIch. Jej cielom je vlozif neg
negécii na miest miest. Poc¢et miest vieme lahko vypocitat a uz sme sa o tom
zmienili. To na ktoré miesto umiestnit negacie, sa da reprezentovat napriklad
takto.

Ak mame 5 miest a 3 negécie na uloZenie a chceme ich umiestnif na
druhé a piaté miesto, tak tento fakt reprezentujeme zapisom: 02001. Toto
,»Cislo“ ma b5 cifier a kazda je priradena jednému miestu. Prva prvému, druha
druhému. .. Prva cifra je 0 teda na prvé miesto priradime 0 negacii, druhéa
cifra je 2, teda na druhé miesto priradime dve negacie, ...

Procedura vygeneruje vsetky mozné takéto ,cCisla“. Vidime ze su to
¢isla od 00...0, kde pocet nul je rovny premennej miest, po Cdislo
neg,neg,...,neg. Vidime, Ze poslednd moznost nemoze nastat lebo by bolo
umiestnenych viac ako neg negécii. Preto pre kazdé c¢islo overime, ¢i stcet
cifier je rovny neg. Takto dosiahneme vlozenie presne neg negacii.

Vsimnime si, ze ,,¢isla“ o ktorych hovorime, su ¢isla od 0 po (neg + 1
v ststave neg+1.

)miest

.....

piseme znak pre 10 a viac. V naSom pripade sa vSsak obmedzime na pocet
negacii do 9 a tomuto problému sa zatial venovat nebudeme.
Definicia tejto procedury je nasledovna:

procedure OnegujIch(imp,neg,e:integer;
ozatvbo:pole; var vyroky:pole; taut:boolean);
var miest,sucet,suc,od,i,j,k,n,maxozatvbo,index:integer;
s,m:string;
begin
//0péat nastavime horné hranice
if High(ozatvbo)<1l then maxozatvbo:=0
else maxozatvbo:=High(ozatvbo);
if High(vyroky)<1 then index:=0
else index:=High(vyroky);

//nastavime spodnid hranicu
od:=Length(ozatvbo)-Mocnina(e,imp+1)*Pocet0zat (imp) ;
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//vypolitame na kolko miest mdZu byt negidcie umiestnené
miest:=(2%imp)+1;

//ak je polet negicii 0, tak stali len vziat
//vyrok z ozatvbo a zapisat ho do pola vyroky
if neg=0 then
begin
for i:=od to maxozatvbo do
begin
//v pripade, ak chceme tautolégie zapiSeme
//iba tautolégie
if not taut OR JeTautologia(e,ozatvbo[i]) then
begin
Inc(index) ;
Incr(vyroky) ;
vyroky [index] :=ozatvbo [i] ;
end;
end;
end
else
//pre kazdy vhodnj prvok ozatvbo
//postupujeme popisanym postupom
for i:=od to maxozatvbo do
begin
for j:=1 to Mocnina(neg+l,miest) do
begin
sucet:=0;
suc:=0;
if miest>1 then
for n:=1 to miest do suc:=suc+Mocnina(neg+l,n-1)
else suc:=1;
begin
m:=Vsustave(j,neg+l,miest);
for k:=1 to miest do sucet:=sucet+StrToInt(m[k]);
if sucet=neg then
begin
s:=ozatvbo[i];
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//o tejto procedire sa e3te zmienime
Oneguj(m,s);
if JeTautologia(e,s) OR not taut then

begin
Inc(index);
Incr(vyroky) ;
vyroky [index] : =s;
end;
end;
end;
end;
end;
end;

Procedira Oneguj sa postara o vloZenie negacii na spravne miesta podla
zadaného Cisla“. Jej definicia je uz ¢isto technicka (aj ked prekvapujico
naro¢na a dlhd) a preto ju tu neuvadzame.

Tymto sme teda ukoncili definiciu procediry Generuj, ktora hra v nasom
programe vjznamni tlohu. Funkcia posobi zdlhavo a néro¢ne, ale vdaka
urychleniu, ktoré sme spominali, ndm na jej naro¢nosti, ¢i rychlosti vypoctu
az tak nezalezi. Jej naroc¢nost sa po jedinom behu zmeni na naroc¢nost ¢itania
zo suboru.

7.2 Instancia schémy

V predchédzajucich kapitoldch sme slubili funkciu, ktord odpovie na otéazku,
¢i zadany vyrok je instanciou zadanej vyrokovej schémy. Tuto funkciu sme
potrebovali hlavne kvoli zistovaniu, ¢ zadany vyrok je axiémou, ale ako sa
neskor ukazalo, tak aj kvoli dokazom vyrokovych schém a z nich nasledné
odvodenie dokazu vyroku. V tejto Casti sa budeme zaoberat touto funkciou.

Princip na ktorom funguje tato funkcia je nasledovny. Pozrieme sa na
vyrokova schému. Ak sa d&, tak zacneme kreslit strom tejto schémy. Aby sa
tak dalo, musi vyrokova schéma obsahovat aspon jednu spojku. Zaoberajme
sa teraz tou spojkou, ktord vznikla ako poslednd. Ona bude tvorit korei
stromu a rovnako vieme ako vznikni jej potomkovia. V tomto kroku sme
sa zatial dostali do druhej hladiny stromu. Tu pockdme a pozrieme sa na
nas vyrok. Ak méa byt vyrok inStanciou zadanej vyrokovej schémy, tak jeho
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hlavné spojka musi byt rovnaké ako hlavna spojka vyrokovej schémy. Ak nie
je, moéZzeme hned na nasu zakladnt otazku odpovedat: Vyrok nie je instanciou
zadanej schémy. Ak hlavna spojka je rovnaka, tak postupujeme rovnako ako
pri schéme. Korennom stromu vyroku bude tato spojka a potomkov vytvorime
rovnako.

Teraz rekurzivne postupujeme pre lavého aj pravého potomka. Rekurzia
sa zastavi az vtedy, ked schéma uz Ziadnu spojku neobsahuje. Vtedy si hod-
notu listu zapiSeme do pola 1istSch a hodnotu aktualneho potomka vyroku
do pola 1listVyr. Uvedomme si, Ze na listSch staci pole znakov, pretoze
ak by list tohto stromu nebol len znak, tak by musel eSte obsahovaf nejakt
spojku. V 1listVyr sa vSak refazce vyskytovat mozu. Na vytvorenie tychto
tabuliek sluzi procedira ZistiListyPodlaSch.

Inymi slovami: Z vyrokovej schémy vytvorime strom. Z vyroku vytvarame
rovnaky strom (spojky musia odpovedat spojkam zo schémy). Vytvaranie
stromu vyroku vsak zastavime ako v strome schémy. Ak je vyrok inStanciou
schémy, tak vysledné stromy budu teda tplne rovnaké, 1igit sa budi len hod-
noty listov. Listy stromu si v poradi zapiSeme do pola retazcov a v rovnakom
poradi si zapiSeme do druhého pola aj listy zo stromu vyroku.

Premenna nieje nadobudne hodnotu true, ak uz tato procedura zisti,
ze zadany vyrok nie je inStanciou zadanej schémy.

procedure ZistilistyPodlaSch(sch,vyr:string;
var listSch,listVyr:pole; var nieje:boolean);

var 11,pp,111,ppp:string;

niejee:boolean;
begin

//pre oboch potomkov zatial predpokladéame,

//%2e in&tanciami mdZu byt
nieje:=false;
niejee:=false;

//Ak je to implikacia, ideme ju rozdelit
//Schéma je implikacia (H1. spojka je implikacia)
if (ObsImp(sch)>0) AND (not JeToNegacia(sch)) then
begin
//Aj vyrok je implikdcia, ak nie koncime.
if (ObsImp(vyr)=0) OR (JeToNegacia(vyr)) then begin
nieje:=true; exit; end;
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//Rozdelime vyjrok i schému.
RozdelImp(sch,1l,pp);
RozdelImp(vyr,11l,ppp);

//Rekurzivne spustime pre podvyroky.
ZistiListyPodlaSch(11,111,1istSch,listVyr,nieje);
ZistilistyPodlaSch(pp,ppp,listSch,listVyr,niejee);

//Vratime sa z rekurzie, ak sa niekde zistilo,

//Ze to nemdZe byt instancia, konlime.
if nieje OR niejee then begin nieje:=true; exit; end;

end;

//Negacia
//Overime &i hl. spojka schémy je negacia.
if JeToNegacia(sch) then
begin
//Ak vyrok nie je negacia, konlime.
if not JeToNegacia(vyr) then begin nieje:=true; exit; end;
//Zo schémy i vjroku vytvorime potomka.
if sch[2]=’(’ then kopiruj(sch,11l,3,Length(sch)-1)
else kopiruj(sch,11l,2,Length(sch));
if vyr[2]=’(’ then kopiruj(vyr,111,3,Length(vyr)-1)
else kopiruj(vyr,111,2,Length(vyr));
//rekurzia pre potomka
ZistilListyPodlaZ(11,111,1listSch,lists,nieje);
//vratime sa z rekurzie, ak sa niekde zistilo,
//Ze to nemdze byt instancia, konlime
if nieje OR niejee then begin nieje:=true; exit; end;
end;

//Schéma uZ nemd spojku.
if Length(sch)<2 then
begin
//Zvat8ime polia.
Incr(listSch);
Incr(listVyr);
//A na ich koniec zapiSeme aktudlne hodnoty.
listz[High(listSch)]:=sch;
lists[High(listVyr)]:=vyr;
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end;
end;

Teraz vieme, ze vyrok i schéma maji rovnaka struktaru. Pojem struktira
sme sice nedefinovali, ale intuitivne vieme, ¢o znamena. Ostava nam uz len
porovnat jedni vec. Ak sa nejaké dva prvky pola 1listSch rovnaji, musia
sa rovnat aj odpovedajice prvky v poli 1listVyr. Uvedomme si, Ze ak st
prvky pola 1listSch rozne, o odpovedajicich prvkoch v poli 1istVyr nevieme
povedat nic.

function JelInstancia(sch,vyr:string;
var tabulka,tabulkab:pole):boolean;

var listSch,listVyr:pole;

nieje,uz:boolean;

i,j:integer;
begin

//Predpokladame, Ze ide o in&tanciu.
result:=true;

//Vytvorime polia predchadzajicou procedirou.
nieje:=false;
ZistilListyPodlaSch(sch,vyr,listSch,listVyr,nieje);
if nieje then begin result:=false; exit; end;

//UZ ich méame.

//Ak méme aspoii dva prvky,
//tak mdZeme zaat porovnavat:
if High(listSch)>1 then
Begin
//Porovnavame kazdj s kaZzdjm.
for i:=1 to High(listSch) do
for j:=i+l to High(listVyr) do
begin
//Kontrolujeme: ak sa v jednom rovnaji,
//tak musia aj v druhom.
if 1listSch[il=1istSch[j] then
if 1istVyr[il<>1istVyr[j] then
begin
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result:=false;
exit;
end;

//Je to inStancia.
//UZ si len zapamitame dosadenie
//za premenné.
//Premenné schémy uloZzime do pola tabulkab
//vyroku do pola tabulka.
for i:=1 to High(listSch) do
begin
uz:=false;
for j:=1 to High(tabulkab) do
if tabulkab[j]l=listSch[i] then uz:=true;
if not uz then begin
Incr(tabulka) ;
Incr(tabulkab);
tabulka[High(tabulka)]:=1listVyr[i];
tabulkab[High(tabulkab)]:=1istSch[i];
end;
end;
End
else
Begin
Incr(tabulka);
Incr(tabulkab) ;
tabulka[High(tabulka)]:=1listVyr[1];
tabulkab[High(tabulkab)]:=1istSch[1];
End;
end;

Tymto sme ukoncili definiciu procedury, ktora overi, ¢i je vyrok instanciou
schémy a tiez si zapaméta dosadenie za premenné schémy.

7.3 Funkcia najdi dokaz

Tiato funkciu sme uz raz uviedli. Ide ale o funkciu, ktora je pre nas najdole-
zitejsia a vSetky zvysné funkcie a procedury st definované len kvoli nej. Tato
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funkcia sa dockala niekolkych zmien, a preto si jej definiciu na zéaver tejto
prace ukazeme.

procedure Nd(vyrok:string; s,n:integer;
var nasiel:boolean; var mpdva:string);
var i,j:integer; //premenné cyklov
X,y:boolean; //ako nasiel pre rekurzivne volanie
pom,a,b,c:string;//komentare ddkazu
dok:poleDokaz; //pomocné pole pre ddkaz
medzera:char;
vyroky:pole; //pole pre generované vjroky
f:TextFile; //sibor, v ktorom hladame ddkaz
begin
//Ak funkcia najde ddkaz, nasiel
//nadobudne hodnotu true.
nasiel:=false;

//overime, &i vjrok nie je axidma
if JeAxioma(vyrok,a,b,c,i) then
begin

//Ak je, tak méme ddkaz a zapamdtame si ho.

//V premennych a,b,c sid uloZené dosadenia do Axidmy.
Zapamataj (vyrok, ’Ax’+IntToStr(i),a,b,c,n,false);
nasiel:=true;

//V pripade, Ze tento vjrok bude neskdr argument

//funkcie modus ponens, tak si ho zapam&dtame,

//kvdli komentéru.
mpdva:=vyrok;
exit;

end
//Ak to nie je axidma, musi to byt produkt funkcie
//modus ponens

else

begin
//Kontrolujeme, &i sme neprekro&ili maximdlnu dlZku
//ddkazu.

if n<=0 then begin nasiel:=false; exit; end;
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//Treba tautolégie generovat alebo
//ich uz mame v stbore?
if FileExists(’Vyroky/taut’+IntToStr(s)
+IntToStr(e)+’.txt’) then
begin
//Stbor existuje, tak ho nalitame.
AssignFile(f, ’Vyroky/taut’+IntToStr (s)
+IntToStr(e)+’ .txt’);

Reset (f);
while not Eof(f) do
begin
Incr(vyroky) ;
Readln(f,i,medzera,vyroky[i]);
end;
CloseFile(f);
end

//Stbor neexistuje, tak musime generovat.
else Generuj(s,e,vyroky,true);

//Postupne skuSame, kazdyjy jeden vyjrok,
//ako prvy argument funkcie modus ponens
for i:=1 to High(vyroky) do
if vyroky[i]l<>vyrok then
begin
//zatial sme nena8§li ddkaz ani pre jeden
//argument funkcie modus ponens
x:=false;y:=false;
//najprv hladéme ddkaz v stbore
if NajdiDokazVSubore(vyroky[i],dok) then
begin
//Ddkaz sme na8li a zapiSeme ho
//z pola dok v ktorom bol
//do vysledného pola s~ddkazom.
X:=true;
for j:=1 to High(dok) do Zapamataj(dok[j].vyrok,
dok[j] .koment,dok[j].a,dok[j].b,dok[j].c,
n-1,false);
end
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//Ak sme nena§li ddkaz prvého argumentu
//v subore, tak skaSame ho najst tou
//istou funkciou
//maximdlnu dlZku ddkazu uloZentu
//v premennej n sme zniZili o jedna.
else Nd(vyrokyl[i],d,n-1,x,mpdva);
//Ak sme na8li ddkaz prvého argumentu,
//mdZeme zalat rovnako hladat aj pre druhjy.
if x then
begin
//druhy argument vyzerd nasledovne
pom:=’ (’+vyroky[i]+’) ’+chr (174)+’ (*+s+’)’;
//pomocne pole si vynulujeme
dok:=nil;
//najprv hladéme v stbore
if NajdiDokazVSubore(pom,dok) then
begin
y:=true;
for j:=1 to High(dok) do
Zapamataj (dok[j] .vyrok,
dok[j] .koment,dok[j].a,dok[j].b,
dok[j].c,nn,false);
end
//Ak sme nasli pokralujeme...
else Nd(pom,d,nn,y,mpdva) ;
//Ak sme nena$li, musime z ddkazu
//odstranit ddkaz prvého argumentu.
//Spoznéme ho podla hodnoty n uloZenej
//v poli ddkazu.
if not y then
Zapamataj (pom, ’Mazem’,’’,’’,’’ ;n-1,true);
end;

//Méme oba ddkazy argumentov modus ponens.
if x AND y then

begin

if Not JeAxioma(pom,a,b,c,i) then
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begin
RozdelImp(mpdva,a,b);
//Zapamdtame vhodné komentéare.
Zapamataj (pom, ’Modus Ponens’,

a,mpdva,’’,nn,false);
mpdva:=vyroky[i];
end;
nasiel:=true;
exit;
end;

end;
end;
end;

Pred volanim tejto funkcie este skontrolujeme, ¢i sa dokaz nenachadza
v subore. Pri kazdom hladani dokazu v stibore, hladame nielen presny dékaz,
ale staci nam aj dokaz schémy. Teda staci, ak mame v subore dokaz vyroku
a — a, aj ked hladame dékaz pre (a — b) — (a — b).

V predchadzajicej casti sme uviedli ako odstranime zadavanie vstupov.
Program je vSak doplneny eSte o iné odstrédnenie tohoto zadéavania. Zatial
vSak nebolo urobené ziadne porovnanie tychto dvoch moznosti a nie je ani
jasné ako tieto moznosti porovnat.
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Zaver

V préci sa ndm podarilo splnit pozadovany ciel. Mdme teda algoritmus, ktory
najde pozadovany dokaz zadaného vyroku. Praca popisuje problémy algo-
ritmu, ktory postupne hladd dokaz. Jednotlivé problémy sa nam podarilo
odstréanit.

Je treba sa zamysliet nad tym, ¢ je dany algoritmus efektivny, a ¢i ndm
jeho rychlost stac¢i. Algoritmus sme doplnili o niektoré zlepSenia, ktoré ho
urychlia. Je schopny ucit sa a vytvaraf stale efektivnejsi nastroj pre hladanie
dokazov. Je dobré si tiez uvedomit, Ze sa predpokladd, Ze algoritmus sa spusti
a popri nom sa neriesia ziadne iné ulohy. Nie je to webova aplikacia, ktora
vyzaduje maximalnu efektivitu.

Zaroven je vSak dobrym nametom do budtcnosti, vymysliet alebo upravit
algoritmus eSte efektivnejsie. Zaujimavou myslienkou je tiez hladat dokaz,
ktory by bol ¢o najkratsi.
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