Cislo 5 Letny semester 32. ro¢nika (2007/2008)

STROM

Korespondenény matematicky seminar

Mili nasi riesitelia,

dostavate do rik posledny STROM v tomto skolskom roku a spolu s nim vase opravené riesenia,
ktoré nam urobili velki radost. Uzivajte si prazdniny plnymi diskami, aby ste sa potom s nadSenim
vrhli na tlohy 33. ro¢nika vasho STROMu. Zeldme vadm kréasne leto a tesime sa na vas na jesennom
sustromeni

Vasi STROMisti
Math jokes

Top In(e'?) reasons why e is better than 7
10) e is easier to spell than 7.

9) m = 3.14 while e = 2.718281828459045.
8) The character for e can be found on a keyboard, but 7 sure can’t.
7) Everybody fights for their piece of the ple
6) In(m!) is a really nasty number, but In(e!) = 1.
5) e is used in calculus while 7 is used in baby geometry.
4) e is the most commonly picked vowel in Wheel of Fortune.
3) e stands for Euler’s Number, 7 doesn’t stand for squat.
2) You don’t need to know Greek to be able to use e.
1)

You can’t confuse e with a food product.

Top ten reasons why e is inferior to m
10) e is less challenging to spell than .

9) e = 2.718281828459045, which can be easily memorized to its billionth place, whereas 7 needs
”skills” to be memorized.

8) The character for e is so cheap that it can be found on a keyboard. But 7 is special (it’s under
”special symbols” in word processor programs.)

7) 7 is the bigger piece of pie.

6) e has an easy limit definition and infinite series. The limit definition of 7 and the infinite series
are much harder.

5) e you understand what it is even though you start learning it late when you’re in pre-calculus.
But 7, even after ive or six years it’s still hard to know what it really is.

4) People mistakenly confuse Euler’s Number (e) with Euler’s Constant (). There is no confusion
with the one and only 7.

3) e is named after a person, but 7 stands for itself.

2) 7 is much shorter and easier to say than ”Euler’s Number”.

1) To read 7, you don’t have to know that Euler’s name is really pronounced Oiler.
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RieSenia 2. série uloh letného semestra 32. ro¢nika

1. Dada dostala v Nérsku uzasnu kalkulacku. Ak zadate prirodzené ¢islo n a stlacite tlac¢idlo ozna-
¢ené symbolom x, v kalkulacke to zarachoti a na displeji sa objavi prirodzené ¢islo, nazvime ho
n*. Dada s pomocou slovnika a navodu na pouzitie kalkulacky zistila, Ze s ¢islom n sa deje toto:
Prirodzené ¢islo n sa prevedie do dvojkovej sustavy. Pocet jednotiek a pocet nil (za prvou jednot-
objavi na displeji. Napriklad 13 (8 +4+ 1) v dvojkovej ststave je 1101, takze 13* je (3+1)(1+1)
¢ize 8. Ked zadame 8 = 1000,, kalkulacka vyrata 8 = (14 1)(3 4 1), ¢ize opift 8.

a) Zistite 2008".
b) Zistite, pre kolko prirodzenych ¢isel n (vratane 2008) plati n* = 2008*.
c) Zistite, pre kolko prirodzenych ¢isel n plati n* = n. Ktoré st to ¢isla?

Opravoval: Feri Kardos Pocdet riesitelov: 29

RieSenie:
Cast a) Prevedme ¢islo 2008 do dvojkovej stistavy:

200819 = 11111011000,

Vidime, Ze v zépise ¢isla 2008 vystupuje 7 jednotiek a 4 nuly, preto 2008* = (7 + 1)(4 + 1) = 40.
Cast b) Nasou tlohou je zistit pre kolko prirodzenych &isel n plati n* = 40. Ak oznacime a pocet
jednotiek a b pocet nil v zépise ¢isla n v dvojkovej ststave, tak pre ¢isla a a b musi platif

n*=(a+1)-(b+1)=40.

Potrebujeme teda cislo 40 rozlozit na stcin dvoch pri- | , +1b+1]a | b podet moZnosti
rodzenych ¢isel, ¢o sa d& urobif dsmimi spésobmi. Pre

kazdy z nich vieme jednoducho urcit pocet jednotiek a 1 40 0 |40 0
nuil, a z toho pocet moznych ¢isel n. Netreba zabtudat 9 20 1 |20 1
na to, ze prva dislica v zapise ¢isla n musi byt jed-

notka, potom uz moze byt zvysnych a — 1 jednotiek a 4 10 319 (121) =99
b nil usporiadanych lubovolne. Pocet pripustnych ¢isel 5 8 4| 7 (10) — 190
n je rovny poc¢tu moznosti, ako z a + b — 1 ¢islic zvo- 3

lit a — 1 jednotiek, zvy$né potom budt nuly. Vysledky 8 5 74 (1(? ) =210
vypoctov uvedieme v tabulke. 10 4 9|3 (11) — 165
Spolu teda existuje 1+55+120+210+165+19+1 = 571 8

¢isel s pozadovanou vlastnostou. 20 2 1911 19
Cast c) Nagou tlohou je zistif pre kolko prirodzenych 40 1 29 | o 1
¢isel plati n = n*. Ked zacneme hladat systematicky

od najmensich prirodzenych ¢isel, zistime, Ze uvedeny vztah plati pre ¢isla 3, 6, 8 a 9, pozri prilozent

tabulku.

n|1(2[3[4|5(6|7(8|910|11 12|13 |14 |15
n*12(413(6/6[6[4[8/9[9 (8|9 |8|8]5

Na zéklade pozorovania tychto ¢isel méZzeme nadobudnit podozrenie, Ze pre n > 9 je Cislo n* vzdy
mensie ako n. Skiisme toto tvrdenie dokazat.

Pre n od 10 do 15 sa staéi pozriet do tabulky. Cisla od 16 po 31 vo svojom zapise v dvojkovej stistave
obsahuju prave 5 cifier, z nich niektoré s jednotky, ostatné s nuly. Vsetky mozné hodnoty ¢isla n*
st preto (5+1)(0+1) =6, (4+1)(1+1) =10, (3+1)(2+ 1) = 12. Vidime, ze maximéalna mozna
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hodnota n* (Cize 12) je mensia ako najmensie (v dvojkovej ststave) 5-ciferné ¢islo (Cize 16), a teda
pre vSetky cisla od 16 po 31 plati n > n*.
5-ciferné ¢isla plati n > n*.
Nech n je v dvojkovej ststave k-ciferné ¢islo, pricom k > 5. Potom 287! < n < 2% takZe minimalna
hodnota ¢isla n je 2¥71. Skiisme odhadntf maximalnu moznt hodnotu é&isla n*. Clovek intuitivne
citi, ze ak sucet dvoch cisel je dany, tak sucin je maximalny vtedy, ak ich rozdiel je ¢o najmensi.
Presnejsie, ak oznac¢ime a pocet jednotiek a b pocet nil v zapise Cisla n, tak vieme, ze a + b = k.
Potom
n*=(a+1)(b+1) =
=(a+1)k—a+1)=
=ak+k—d’—a+a+1=

K2 k2
2
= — _ —_— 1:
a’ + ak 4+4+k+
EN? k2
= |a—= — tk+1<
(a 2) —|—4+ +1<
2
<~ 4k+1=
SR+
(k + 2)?

T4
Tento odhad moZeme dostat aj z nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom ¢isel
a+lab+1:
(a+1)+(b+1)
2

>4/ (a+1)(b+1)

2
(k+2°_ .

>n
4

. ; . 5 < oy e vor o (B+2)2N . v .

Ak sa nam podari dokazat, Ze maximalna mozna hodnota ¢isla n* (¢ize %) je mensia ako mini-

mélna hodnota &isla n (¢ize 2871), tak z toho uz vyplyva, ze pre vietky k-ciferné ¢isla n je n* je vidy
mensie ako n. Dokdzme preto pre vSetky k > 5 nerovnost
(k +2)?

4

Prva moznost ako sa to dé spravit, je pouzif matematick indukciu. Pre k = 5 nerovnost nadobtda
tvar

< 2k, (1)

49 64
— <16 = —,
4 4
a teda plati. (Najvicsia mozna hodnota n* je v tomto pripade 12 =

= €O je menej nez %. Je to
preto, ze maximum sa nadobida len ak a = b = g, ¢o v pripade neparneho k nie je mozné. Pre

ucely tohoto dokazu si ale s tym nemusime lamat hlavu, dolezité je, Zze vSetky moZné hodnoty n* st
< Y / o (k+2)2
mensie, nanajvys rovné hranici u)

1
@ < 21 pre nejaké k > 5. Potrebujeme ukézat, ze z toho vyplyva

48

Predpokladajme, ze plati
platnost nerovnosti
(k +3)?
4
Ak nerovnost z indukéného predpokladu vynasobime dvoma, dostavame

(k +2)?
2

< 2k,

< 2k,
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Staci potom dokézat, ze plati
(k +3)? _ (k +2)?
4 2
(k+3)* < 2(k+2)?
k* 46k +9 < 2k* + 8k + 8
0<k*+2k—1

Posledn4 nerovnost je pre vietky k& > 5 splnend, kedze k? +2k —1>25+2-5—1 = 34 > 0, takze
plati aj dokazovana nerovnost.

.....

.....

(k+3)? 2 2 2

= k+3 1 1 64

4__ — =(1+—) <[14+=)] =— <2
(22 (k+2) ( +k+2) —< +7) 19 ©

.....

bude narastat, a teda ¢im dalej tym viac sa vzdalovat od jednej. Preto nerovnost (1) plati, a teda
pre vSetky aspon 5-ciferné ¢isla n plati n > n*. Dokézali sme, ze Cisla, pre ktoré plati n = n*, st
naozaj len styri, a to 3, 6, 8 a 9.

2. Majme trojuholnik ABC. Nech P je priese¢nik osi uhla BAC a osi strany BC. Dalej nech body
K, L, M st postupne pity kolmic z bodu P na priamky AB, BC, C'A. Dokézte, ze
a) trojuholniky PK B a PMC st podobné,
b) stvoruholnik ABPC' je tetivovy,
¢) body K, L, M st kolinearne.

Opravoval: Tomas Ludéivjansky Podet riesitelov: 22
Riesenie:

Tento priklad ste velmi pekne riesili a rieSenia boli na naozaj vysokej trovni. Obéas sa ale vyskytli
nejaké tvrdenia, ktoré ste uviedli bez dostato¢ného zdovodnenia alebo ste zdovodnenie neuviedli
vobec. TYka sa to najmé casti po ¢), kde niektori z vas uviedli, Ze dané body st body na Simsonovej
priamke a tym bol pre nich dokaz tejto Casti skonceny. Neuviedli ste pritom znenie tejto vety (co
ak je po panovi Simsonovi pomenovanych viacero viet) a ani ste neoverili predpoklady, ktoré tato
veta vyzaduje. Kvoli tomu ste preto nemohli ziskat maximalny pocet bodov za tato cast. Za kazdu
z troch Casti ste pritom mohli ziskat maximalne tri body.

Zrejme tiloha nemé zmysel, ak je trojuholnik ABC rovnoramenny so zakladiiou BC' (5 = 7). Bez ujmy
na vSeobecnosti predpokladajme, ze 3 < 7 (druhy pripad sa vyriesi rovnako, akurat vzédjomné polohy
niektorych bodov budi vymenené). D4 sa lahko ukazat, ze bod P lezi vzdy zvonku trojuholnika ABC,
bod K lezi vnutri strany AB a body A, C, M lezia na priamke v tomto poradi. Nacrtnime teraz
samotné riesenie ulohy.

http://seminar.strom.sk
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Cast a) Velmi lahko vieme dokézat, Ze trojuholniky PK B M
a PMC' st nielen podobné, ale dokonca zhodné. Vsim- : P
nime si najskor trojuholnik AK P a trojuholnik AMP. C

Stranu AP maju tieto trojuholniky spolo¢ni a |4 AK P| =

|3 AM P| = 90° (z definicie bodov K a M). Taktiez plati,

ze |9 PAK| = |g PAM]|, pretoZze priamka PA je osou

uhla BAC' a tento uhol je totozny s uhlom M AK. Preto

aj [JAPK| = |JAPM)| a teda na zéklade vety usu si <
trojuholniky AK P a AM P zhodné. Ak st tieto trojuhol-
niky zhodné, maju odpovedajtce si strany rovnako dlhé.
Tym padom dostavame, ze plati |PK| = |PM].
Zamerajme teraz svoju pozornost na trojuholniky CLP a N
BLP. Maju spolo¢nt stranu (PL) a rovnako velky uhol 4 X B
(|[9CLP| = |9 BLP| =90°). Kedze priamka PL je osou strany C'B, rozdeluje ttto usecku priamka
PL na dve rovnako dlhé ¢asti. Preto je |CL| = |LB|. Vieme teda, ze trojuholniky C'LP a BLP maja
rovnaké dve strany a uhol, ktory tieto dve strany zvieraju (g C'LP, resp.<f BLP). Na zéklade toho
vieme, Ze tieto trojuholniky st (znova podla vety usu) zhodné. A ak st zhodné, musia mat rovnako
dlhé strany. Preto |CP| = |BP|.

Zistili sme, zZe trojuholniky PK B a PMC maja dve strany rovnako dlhé (|PK| = |PM| a |CP| =
|BP|) a taktiez vieme, ze | PMC| = | PKB| = 90° (plynie zo sposobu ako sme body K a M
ziskali). Uz si staci len uvedomit, Ze sa tieto trojuholniky zhoduji v dizke dvoch stran a uhle oproti
viicsej z nich. Podla vety Ssu st potom trojuholniky PK' B a PMC zhodné a teda st aj podobné (s
koeficientom podobnosti k = 1).

Cast b) Ako je zname, nutnou a postacujiicou podmienkou aby dany konvexny $tvoruholnik bol
tetivovy je, Ze stucet jeho protilahlych uhlov sa musi rovnat 180°. V naSom pripade teda potrebujeme
ukézaft, ze plati

[N]IS)

[

|4 CAB| + |3 BPC| = |ACP| + |ABP| = 180°,

Aby sme to dokdzali, v§imnime si najskor Stvoruholnik AM PK. Pre jeho uhly plati |[J AMP| +
|J AK P| = 180°, pretoze uhly AM P a AK P st pravé. Stvoruholnik AM PK je preto tetivovy a teda
tiez vieme, ze |[J MAK|+ |4 KPM| = 180°. Kedze |4 M AK| = | CAB|, aby sme dokézali rovnost
|9 CAB| + |9 BPC| = 180°, sta¢i ndm ukézaft, Ze je splnend rovnost | K PM| = |4 BPC|. Kedze
platia vztahy | KPM| = | KPC|+ |[JCPM]| a |9 BPC| = |4 BPK]| + |g KPC| sta¢i dokazat,
ze |9CPM| = |94 BPK]|. A to plati kvoli tomu, Ze trojuholniky PK B a PMC st zhodné ako sme
dokézali v Casti po a). Dokazali sme rovnost |JCAB|+ |4 BPC| = |d MAK| + | KPM| = 180°,
¢o je nutna a postacujica podmienka, aby bol stvoruholnik ABPC' tetivovy.

Cast c¢) Vieme zo zadania, Ze body C,L a B lezia na jednej priamke (uréenej bodmi C' a B). Body
K, L a M st kolinearne préave vtedy, ked uhly CLM| a BLK st vrcholové a preto aj rovnako velké.
Jednou z moZnosti ako ukazat, ze body K,L a M st kolinedrne, je ukézaf platnost |JCLM| =
|9 BLK].

Doké&zme najprv, ze Stvoruholniky CLPM a BPLK su tetivové. Kedze | PMC|+ | CLP| = 180°
(oba uhly st pravé) je stvoruholnik CLPM tetivovy. Dalej vidime, ze | PLB| + | PKB| = 90° a
teda bod L aj bod K lezia na Téalesovej kruznici zostrojenej nad tseckou PB. Kedze k danej tisecke
viem zostrojit prave (!) jednu Télesovu kruznicu, nutne plati, ze body B, P, L a K lezia na tej istej
kruznici a preto aj stvoruholnik BPLK je tetivovy. Na zaklade vety o obvodovom a stredovom uhle
dostavame | CLM| = |4 CPM)| (zo stvoruholnika CLPB) a |4 K LB| = |4 K PB| (zo $tvoruholnika
BPLK). A na zaklade Casti po a) vieme, ze uhly CPM a BPK st rovnaké.

Tym sme dokazali, ze | CLM| = |4 BLK| a teda, ze body K, L, M lezia na tej istej priamke.

strom@strom. sk
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3. Fibonacciho postupnost (F,,) je definovana vztahom F,, o = F,, 11 + F,, pre n > 1 a po¢iatoénymi
hodnotami F; =1, F, = 1.
a) Dokazte, ze existuje Fibonacciho ¢islo delitelné ¢islom 2008.
b) Existuje aritmetickd postupnost, ktora neobsahuje ziadne Fibonacciho ¢islo?

Opravoval: David Hudak Podet riesitelov: 11
Riesenie:

Cast a) Nech je dan4 Fibonacciho postupnost {F,}>2,, kde Fy =1, F, =1 a F, 15 = F, + F,1,
pre n > 1. v rieSeni budeme pouzivat nasledovné oznacenie:

a=b (modm)

znamend, Ze ¢islo a déva po deleni ¢islom m rovnaky zvySok, ako ¢islo b. Dalej {F,, (mod m)}22,
bude oznacovat postupnost zvyskov Fibonacciho ¢isel po deleni ¢islom m. Pozrime sa na to, ¢o sa

deje s postupnostou {F),, (mod m)}>°, pre nejaké m. Ak pre nejaké k € N je
F, =2z (modm) a  Fry =2 (modm),

tak
Fo+ Fepn=Frio =21+ 2 (mod m).

Kazda dvojica za sebou iducich zvyskov teda urcuje nasledujici zvysok, a tym padom aj vsetky
nasledujice zvysky v postupnosti {F, (mod m)}>° ;. Pre ¢islo m existuje m - m (koneény pocet)
usporiadanych dvojic zvyskov po deleni m. KedZe postupnost zvyskov je nekonefnd, musia sa po
konecnom pocte ¢lenov objavit dvojica, ktora je zhodné s nejakou inou dvojicou. No ich nasledovnici
st zas len jednoznac¢ne uréeny svojimi predchodcami. To znamend, Ze postupnost {F,, (mod m)}5°
je ( od istého miesta) periodické pre kazdé m.

Pre ¢islo 2008 to samozrejme plati tiez. Nech je periéda {F,, (mod 2008)}5° , rovna p. Potom zrejme
plati

1=F =F,1 (mod 2008) a l1=F=F,> (mod 2008)

. Z definicie Fibonacciho postupnosti plati, ze
F,=F,5—F,,;=1—1=0 (mod 2008).

Teda existuje Fibonacciho ¢islo delitelné ¢islom 2008.
Len pre zaujimavost: 2008 = 8 - 251. F,, = 0 (mod 8) pre n = 6k, k € N a F,, = 0 (mod 251) pre
n = 250k, k € N. Potom

F, =0 (mod 2008) pren =750k, k€ N.

Z nich najmensie je 750-te Fibonacciho ¢islo a jeho hodnota je Fr50 = 246175702158232427216624815
531303689369713999669746150957623321100005560791219897970498870444642583404279526960358
8522245550271050495783935904220352228801000.

Cast b) Majme aritmetick postupnost {a + (n — 1) - d)}°°,, teda postupnost v tvare (a,a +
d,a + 2d,...). Postupnost {a,(mod d)}°°, je potom konstantnid a teda tvaru (a,a,a,...). Nasa
aritmetickd postupnost obsahuje vSetky celé kladné ¢isla vicsie alebo rovné ako ¢islo a, ktoré davaja
po deleni ¢islom d ten isty zvySok a. Vytvaraju tak prvky zvyskovej triedy. Z ¢asti a) uz vieme, ze
pre kazdé d je postupnost {F}, (mod d)}5°,; periodickd. Nagou tlohou je néjst také d, aby sa v jednej
periéde {F,, (mod d)}2°, nevyskytovali vSetky zvysky 0,1,...,d — 1. Najmensim vhodnym je d = 8.
{F,, (mod 8)}%°, vyzerd nasledovne : | 1,1,2,3,5,0,5,5,2,7,1,0,| 1,1,.... Tato postupnost zvyskov
neobsahuje zvysky 4 ani 6. To znamenéa, Ze ziadne Fibonacciho ¢islo nie je tvaru 4 + 8 - n alebo
6 + 8 - n. Z toho vyplyva, ze napriklad postupnost {4+ 8- n}>°, alebo {6 + 8- n}°, si aritmetické
postupnosti neobsahujtce ziadne Fibonacciho ¢islo.
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STROM 7 2007/2008

Komentdr: A opif znama Fibonacciho postupnost. RieSenim tiloh sme ziskali zaujimav(, mozno pre
mnohych neznamu vlastnost. Totiz pre kazdé m € N je postupnost zvyskov Fibonacciho ¢isel po
deleni ¢islom m periodickd. Z toho sa potom vdaka tomu, Ze st hodnoty F; = F» = 1 lahko ukézalo,
ze existuje Fibonacciho ¢islo delitelné 2008. V ¢asti b) nebolo presne uréené o aku aritmeticki
postupnost ide. Teda na prvy pohlad aritmetické postupnosti zlozené nie z prirodzenych ¢isel mohli
byt riesenim (napr. (v/2,v2+2, V244,246, ...)). To bolo velmi jednoduché. No nie za plny’ bodovy
zisk. My sme mali na mysli aritmeticki postupnost zloZent z kladnych celych ¢isel. To sa vam tieZ
vas pouzili pri rieSeni nejaky vlastnorucne zostrojeny program. To samozrejme nie je na skodu. Len
pozor na to, aby algoritmus nebol nekorektny. Popripade skuste zaslat nabudtce aj zdrojovy kéd pre
uplnost. Inak dobre, Gilohy st vyrieSené, body st rozdané. Tak ahoj. David

4. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC' s priese¢nikom vysok V.
a) Dokazte, Ze kruznice opisané trojuholnikom ABV | BCV, C'AV st zhodné.
b) V rovine st dane tri zhodné kruznice prechadzajice bodom H. Ozna¢me priesecniky dvojic
tychto kruznic A, B, C (tieto body su rdzne od bodu H). Dokazte, ze bod H je ortocentrom
trojuholnika ABC.
c) Dand je kruznica k a jej tetiva AB. Po jednom z oblikov tejto kruznice sa pohybuje bod C
rozny od bodov A a B. Po akej drahe sa pohybuje priese¢nik vysSok trojuholnika ABC?

Opravoval: Marek Dernar Pocdet riesitelov: 18
RieSenie:

Cast a) Mame dokazat, 7e kruznice opisané trojuholnikom ABV, BCV, CAV st zhodné. Skiisme
k tomu vyuzit tvrdenie zo 4. tlohy (Casti a) 1. série.

Podla nej vieme, ze V' sa v osovej simernosti podla stran tro- ¢
juholnika zobrazi na kruznicu trojuholniku opisant. Cize ak si

oznacime obraz bodu V' v osovej simernosti podla strany AB ako

V' tak V' lezi na kruznici opisanej trojuholniku ABC, ¢ize kruz- A
nice opisané trojuholnikom ABV’ a ABC st totozné. Vzhladom

k tomu, Ze v osovej simernosti podla AB sa trojuholnik ABV 14
zobrazi na ABV’, tak kruznice im opisané musia byt zhodné. Po-

tom vsak aj kruznice opisané trojuholnikom ABV a ABC musia Ya
byt zhodné. Analogicky by sme vSak vedeli dokdzaft, Ze kruznica A P, B
opisana trojuholniku ABC' je zhodné aj s kruznicami opisanymi
trojuholnikom BCV aj C' AV, ¢im sme tvrdenie zo zadania do-
kéazali. V7

Taktiez sme si mohli uvedomit fakt, Ze 2 kruzmice st zhodné

prave vtedy, ked maji zhodny polomer. Preto tiito lohu sme mohli rieit aj vypoc¢tom. Mohli sme
si napriklad oznadit péty vysok z A, B, C, postupne ako P,, P,, P.. Potom ak |J ACB| = =, tak
|9 P,V Py| = 180° — «y (stcet uhlov v §tvoruholniku V P,CP, je 360°), ¢ize |9 AV B| = |4 P,V P| =
180° — « (vrcholové). Teraz vyuzitim toho, Ze siny = sin(180° — 7) a sinusovej vety dostavame, Ze
polomery kruznic opisanych trojuholnikom ABC a ABV st zhodné. Analogicky mdZeme postupovat
aj pre zvysné dva trojuholniky:.

Cast b) Oznaéme jednotlivé kruznice ki, ko, k3 ako na obrazku. Dalej oznaéme |J ABH| = a,
|9 BCH| =03, |9CAH| = ~v. Kedze ki1, ks a ks st zhodné, tak z bodov B a C' musime vidief tetivu
AH pod rovnakym uhlom, ¢ize

|SACH| = |4 ABH| = a.
Rovnakou tivahou dostavame, ze aj

|[9BAH| = |gBCH| = §,

|9CBH| = |qgCAH| = ~.
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Potom plati 2a4 25+ 2y = 180° (sti¢et vntutornych uhlov v trojuholniku ABC), ¢ize a+ [+~ = 90°.
ks Oznacme prienik priamok AH a BC' ako P,,
prienik BH, AC ako P, a prienik CH, AB ako

P.. Potom vidime, Ze

|9 AP, B| = 180°—(a+f3+) = 180°—90° = 90°.

Takze AP, je vyska v trojuholniku ABC'. Rov-
nako vsak dostavame, ze aj BPF, a CP, su
vysky, ¢ize bod H je naozaj ortocentrom tro-
juholnika ABC'.

Cast c) Pri casti a) sme sa dozvedeli, Ze v
osovej sumernosti podla strany AB sa troju-
holnik ABV zobrazi na ABV’, ktorého opi-
sand kruznica je vlastne kruznicou opisanou
trojuholniku ABC'. Ale potom v osovej stiimer-
nosti podla AB sa kruZnica opisané trojuhol-
niku ABV zobrazi na kruznicu opisani troju-
holniku ABC'. Pokial si kruzmcu opisant trojuholniku ABC' oznac¢ime ako k, tak sme prave dokézali,
ze bod V musi patrit kruznici &/, ktord je obrazom kruznice k v osovej siimernosti podla AB.
Potrebujeme teraz este urcit, kde vSade na kruznici k' sa moze ortcentrum vyskytnat (pri pohybe
bodu C po jednom z oblikov). Ozna¢me priese¢niky kolmic na priamku AB v bodoch A a B a
kruznic k£ a k' ako P, @, P' a Q' tak ako je na obrazku. Pokial si nakreslime zopar trojuholnikov
ABC zistime, ze pri pohybe po vi¢som z oblikov AB (okrem bodov A, B) sa V' pohybuje po vi¢som
z obh'lkov P’ Q' (okrem bodov P, Q) Na to, aby stme toto tvrdenie dokézali potrebujeme ukézat’ dve
P'Q)’ sa V dostane. Pokial je C' na mensom obliku PQ), tak trojuholnik ABC' je ostrouhly, ¢ize V sa
nachédza v jeho vnutri, takze sa V uréite nemoze dostat do mensieho obluka P'(Q)’.

Pokial je C' v niektorom inom bode vii¢Siecho oblika AB, tak z

toho, ze C'V je kolmé na AB okamzite vyplyva, ze V sa opif

nemoze dostat do inych bodov. To, Ze V sa naozaj dostane do P 0
kazdého bodu nami popisanej mnoziny, vieme dokézat spidtnou
konstrukciou trojuholnika ABC'. Bod C' totiz musi lezat na kruz-
nici k a zaroven na kolmici na priamku AB cez bod V. Premyslite
si, ako by vyzeralo tvrdenie (a jeho dokaz), ak by sa C' pohyboval
po mensom obluku AB.

Uloha sa tiez dala riesif pomocou toho, 7e |J AVB| = 180° — A B
|3 ACB| (pokial je trojuholnik ABC ostrouhly, pravouhly, i tu- RN o
pouhly). Kedze velkost uhla AC'B je konstantnd, tak aj velkost S~o el
uhla AV B je konstantna a z poznatku o mnozine vetkych bodov | | 7777

z ktorych vidime dant usecku pod danym uhlom dostavame, ze V'
musi patrit kruznici &’

Dalsie elegantné riesenie spoc¢iva v tom, ze ukaZeme, Ze velkost aj AN et
smer vektora V' C' je pre vSetky polohy bodu C' konstantna a rovna . e
velkosti a smeru vektorov AP a BQ (Porozmyslajte nad tym, nie e

je to tazké!). Preto bod V vidy dostaneme posunutim bodu C' o vektor PA, a kedze bod C' pri
svojom pohybe vyplni vnutro oblika kruznice &, bod V' pri svojom pohybe vyplni vnitro prislusného
oblika kruznice k'

Komentdr: Cast a) sa dala riesif mnohymi sposobmi, ¢o sa aj prejavilo na rozmanitosti vagich riesen.
Vicsina nespravnych rieseni pozostavala z konstatovani istych tvrdeni, ktoré ste vsak nedokéazali. To
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sa prejavilo potom napriklad tak, ze v celom rieSeni sa vobec nevyuzil fakt, ze V je ortocentrom
trojuholnika ABC'.

V ¢asti b) ste mnohi usadili, Ze je priamym dosledkom ¢asti a), ¢o vSak vobec nie je pravda. Taktiez sa
naslo dost vela riesitelov, ktori vyuzivali podobnost trojuholnikov bez toho, aby povedali na zéklade
ktorej vety o podobnosti trojuholnikov sit podobné. To potom viedlo k nespravnym zaverom, ¢im sa
im 1loha znac¢ne zjednodusila.

Pri ¢asti ¢) ste mnohi objavili, Ze hfTadanou mnozinou je nejaka kruznica. Nad tym, ¢ sa V' dostane
naozaj do kazdého bodu z £’ sa zamyslel len malokto (préve pri tomto mieste vznikala vi¢Sina chyb).
Za kazdu cast ste mohli ziskat maximalne 3 body.

Konec¢né poradie Letného semestra 32. ro¢nika

P. | Meno a priezvisko Trieda Skola 1. 2. 3. 4.]1. 2. 3. 4. |H|CS
1. Ladislav Baco 2. A GPostKE |7 9 8 919 9 9 63| 84
2. Eduard Eiben 3. A GPostKE |8 3 6 -8 9 9 8|0 62
3. Jana Baranova Sexta GAlIgjKE |5 5 3 419 9 6 5 |1]60
4. Radomir Bosak 3.B GGrosBA | 7 8 6 9 - 8 - |24
4. Tomas Rizman Septima B | GVarsZA |4 5 6 -9 6 - 5 |1|44
6. Monika Zlaczka 1. A GPostKE |7 6 1 0|8 3 - 2|0 42
7. | Miroslav Lis¢insky | Septima B | GAlej]KE |4 4 5 -9 7 - 4|1]41
7. Josef Tkadlec R7. A GJKPraha | - - - - |7 8 9 93|41
7. Martin Bachraty 2. B GOkruZA | - - - -9 9 8 6041
10. | Alzbeta Bohinikova | Kvinta B | GVarsZA |4 0 2 4|7 9 - - |01 39
11. Toméas Babej 1. A GPostKE |4 1 2 - |8 2 7 1|0 37
12. Martin Polacko Septima A | GAlej)KE |4 9 7 9| - - - 101 36
12. | Andrea Gorcsdsova Sexta GAlg)KE |4 4 1 -7 6 - 4|01 36
14. Jakub Kory 4. B GMudrPO| 6 6 8 9|- - - -111]35
14. | Natalia Karaskova Sexta GGrosBA | - - - -19 9 - 8|11 35
16. Jakub Vano 3.D GMudrPO |5 9 5 9|- - - -101]33
17. Filip Sladek Sexta B GMierNO |8 6 4 7 |- - - -2/ 32
18. | Katarina Révészova 1. A GPostKE | - 2 - - |7 9 - 1,10/ 30
19. Igor Kossaczky 3.B GGrosBA |6 3 5 - |8 - 3 - |1]28
19. Jana Saskova Septima | GlmajTN |4 4 - 5|8 3 - - 10] 28
21. Peter Milosovi¢ 1. A GPostKE |6 - 2 - |6 - - - |0/ 26
22. Ivana Laukova Sexta A GLettMT | - - - - |8 6 3 10|24
23. Pavol Guric¢an Kvinta GGrosBA | - - - - 19 - 51123
24. | Lucia Fabisikova 3. E GPostKE |3 5 - 3|7 - - 1[0/ 22
25. Daniel Till 9. A ZAngeKE |2 2 0 -6 3 - -]0]21
25. Monika Valkova Sexta GAlgjKE |6 7 2 - |- - - -10]21
25. Jakub Jursa Septima A | GAlejKE |6 3 - 9 |- - - - |1]21
28. Petra Zibrinova 1.D GMudrPO | - - - - |7 6 - =-101]20
28. Tomas Kuzma Septima A | GAIgjKE |4 - 6 -9 - - 10120
28. | Milica Fabisikova 3. E GPostKE |2 4 - - |7 5 - 1/0]20
28. Juraj Mitro Sexta A | GMudrPO | - 6 - - |8 3 - - 10120
32. Matas Stehlik Kvinta GAlgjKE |3 4 6 -|- - - -11/119
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P. | Meno a priezvisko Trieda Skola 1. 2. 3. 4.|1. 4. | H| CS
33. | Miroslava Vaskova 1.D GMudrPO | - - - - |6 - 10118
34. Viktor Popovic¢ Sexta GMudrPO |5 5 1 - | - - 10116
34. Jozef Lami 9. A ZNov2KE | 3 3 5 - | - - 10|16
36. Juraj Kapasny NULL GVar§ZA | - - - - |5 - 10|13
37. | Zuzana Coculova 2. A GPostKE |3 1 0 5 -1 0] 12
37. | Michaela Florianova Sexta GGrosBA | - 5 3 1| - - 1012
39. Michal Petrucha 4. AF GMetoBA | 2 - 2 4| - - 10110
39. Michal Maixner Septima B | GVarsZA | - - - - | 4 - 10110
41. Vladimir Hudec Septima B | GVarsZA | - - - - 1|6 -10| 8
42. | Marian Dobransky 3. E GPostKE | - - - - | - 170] 1

Pohar konstruktérov Letného semestra 32. ro¢nika
P. Skratka Skola, P.r. | Body
1. | GPostKE Gymnéazium Postova 9 042 52 Kosice 10 | 336
2. | GAlgjJKE Gymnéazium Alejova 1 041 49 Kosice 8 254
3. | GMudrPO | Gymnéazium J. A. Raymana Mudrotiova 20 080 01 Presov 6 142
3. | GGrosBA Gymnéazium Grosslingova 18 811 09 Bratislava 1 5 142
5. | GVarsZA Gymnézium VarSavské cesta 1 010 08 Zilina - Vléince ) 114
6. | GOkruZA Gymnézium Velka okruzna 22 011 09 Zilina, 1 41
6. | GJKPraha Gymnazium Jana Keplera Parlétova 2 169 00 Praha 6 1 41
8. | GMierNO | Gymnézium A. Bernoldka Mieru 307/23 029 01 Namestovo | 1 32
9. | GIlmajTN Gymnéazium 1. maja 2 911 01 Trencin 1 28
10. | GLettMT Gymnézium J. Lettricha 036 01 Martin 1 24
11. | ZAngeKE Zéakladna skola Park Angelinum 8 040 01 Kosice 1 21
12. | ZNov2KE | Zakladna skola Namestie L. Novomeského 2 040 01 Kosice 1 16
13. | GMetoBA Gymnéazium Metodova 2 821 08 Bratislava 2 1 10

Za podporu a spolupriacu dakujeme

e Jednote slovenskych matematikov a fyzikov, pobocka Kosice
e Prirodovedeckej fakulte UPJS v Kosiciach
e Copycentrum Pergamon s. r. o.
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