Cislo 2 Zimny semester 35. ro¢nika (2010/2011)

STROM

Korespondenény matematicky seminar

Ahojte, Stromaci!

Vasi super vedtci sa potrapili a Vase riesenia rychlo opravili. Darilo sa
Vam velmi dobre, tak si to nepokazte, aby sme sa vo februari videli na
sustredeni. Tym, ktorym to teraz velmi nevyslo, drzime palce a pra-
jeme vela trpezlivosti. Tak ¢i tak, myslime si, ze Vam tato séria dost
dala a teSime sa uz na riesenia druhej série. Uzivajte si eSte krasne dni
jesene :-).

Vasi STROMisti

RiesSenia 1. série uloh zimného semestra 35. ro¢nika

1. Nova kolekcia kalkulaciek pod nazvom , Nevybuchnem“ ma iba gombiky 4+1°, '—1’, '+4’ a '—4’.
Kedykolvek je vsak vysledok operécie delitelny Styrmi, kalkulacka vybuchne. Na kalkulacke svieti
¢islo 1. D& sa pomocou prave 2010 operacii dostat ku ¢islu 27

Opravovali: Robo Téth a Jan ,,Mazo*“ Mazak Pocet riesitelov: 60
RieSenie:

KedZe pri ¢islach delitelnych $tyrmi ndm kalkulacka vybuchuje, nebude na skodu rozdelit ¢iselnt os
na intervaly po tri ¢isla tak, aby presne ¢isla delitelné Styrmi boli ich hranicami. Teda dostaneme
takéto rozdelenie:

oy (=7,-6,-5), (-3,-2,-1), (1,2,3), (5,6,7),

Teraz je na Case sa pozriet, ¢o robia nase operédcie. Operacie +4 nas postvaji z jedného intervalu
do druhého. Takyto posun sa navyse neda nahradit operdciami 41, pretoze by sme museli prekrocit
hranicu intervalu, ¢o znamena vybuch. Na druhej strane, operacie +1 nas postvaja iba v ramci
intervalu, v ktorom préave sme a ziadnu int funkciu nemaju (opét kvoli nemoznosti prekro¢it interval).
KedZe ¢islo 1 a ¢islo 2 st v rovnakom intervale, operacie £4 budeme musiet pouzit parny pocet
krat (kolkokrat +4, tolkokrat —4). Operacie £1 budeme musief zase pouzit neparny pocet krat: +1
pouzijeme o jednu viac ako —1. Tu treba povedat, Ze ak dame +1 v nejakom inom intervale, je to
to isté, ako keby sme tuto operaciu spravili v pévodnom, pretoze po operaciach 44 sa ocitneme na
prislichajicom mieste v pévodnom intervale (s rovnakym zvyskom po deleni 4). Dokopy dostéavame
neparny pocet operacii a teda na 2010 to nejde.

Iné riesenie:

Kazdé prirodzené ¢islo sa da napisat v tvare 4k + z, kde k je celé a z je jedno z ¢isel 0, 1, 2, 3 (zvysky
po deleni 4). Operacie 4 ndm menia iba k a operdcie -1 ndm menia iba z (k zmenit nemozu,
pretoze by ndm pri tom vybuchla kalkulacka).

Na zaciatku sme v stave 4 -0+ 1 a chceme sa dostat do stavu 4 -0+ 2. Z toho po troche premyslania
vidno, Ze 44 stla¢ime parny pocet krat a +1 neparny pocet krat (lebo z neparneho ¢isla 1 na parne 2
sa pomocou priddvania neparneho +1 da dostat len na neparny pocet pokusov). Teda celkovy pocet
operacii bude neparny a na 2010 to nejde.
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Iné riesenie: (podla Misky Belanovej)
Pozrime sa na delitelnost 6smimi a nahradme vsetky dosiahnutelné ¢isla ich zvySkom po deleni
osmimi. Mozeme ich takto Sikovne zapisat:

5 6, 7 (0 a 4 dosiahnut nemdzeme, to je vybuch).

Operéacia 44 nas posuva v tabulke v smere zvislom a operacia +1 néas posiva v smere vodorovnom.
N4&s pociato¢ny stav ma po deleni 8 zvySok 1, koneény mé zvySok 2. Z tabulky uz teda jasne vidno,
ze na 2010 operécii, ¢o je parny pocet, to nepdjde.

Komentdr: Najcastejsie chyby vo vasich rieseniach boli:

e Povazovanie 0 za ¢islo nedelitelné $tyrmi. Definicia delitelnosti (pre celé ¢isla) hovori, Ze celé
¢islo a je delitelné celym ¢islom b, ak existuje celé ¢islo k také, ze a = b- k. KedZze plati 0 = b-0,
tak Tubovolné celé ¢islo b deli 0.

e Pripocitanie 1 na zaciatku a potom uvazovanie, pre¢o sa to nedd dokoncit. VaSe riesenie je
takto rozporuplné — na jednej strane sa tvarite, ze to ide a s vervou priratate jednotku, ako
keby to mal byt nejaky zaru¢eny navod, ale potom zac¢nete vysvetlovat, preco to nejde. Co ak
to ide a len bolo treba zacat operaciou +47

e Lubovolné prehadzovanie operacii. Mohlo by sa zdaf, Ze operacia séitania alebo od¢itania tu
bude komutativna, ale s vybuchujicou kalkulackou by vam nemalo byt jedno, ¢i najprv prirdtate
1, alebo najprv odratate 4 (ak to jedno je, treba vysvetlit preco).

Na zaver perlicka z vasich rieseni: ,,A keby bol pocet prechodov parny, tak na tej akoze dvojke bude
neparny pocet plus parny pocet prechodov spif k parnej dvojke sa rovna neparny.*

2. Popiste trojuholniky, ktoré sa daji jednym priamym rezom rozdelit na dva navzijom podobné
trojuholniky. Svoje tvrdenie zdovodnite.
(Priklad vhodného popisu: st to trojuholniky s dizkami stran a, b, ¢, pre ktoré plati a + 2b = 4ec.
Nezabudnite nielen ukézat, Ze vami popisané trojuholniky vyhovuju, ale treba tiez zdovodnit,
preco nevyhovuje Ziaden trojuholnik, ktory va$ popis nespliia.)

Opravovali: Janka Baranova a Marek Dernar Pocet riesitelov: 51
RieSenie:

Oznaéme hladany trojuholnik ABC' a skiisme odvodit podmienky, ktoré preitho musia platit. Priamy
rez ho ma rozdelit na dva trojuholniky, to znamen4, Ze rez musi prechadzat prave jednym vrcholom.
Keby prechadzal dvoma vrcholmi, tak nam trojuholnik nijak nerozdeli, a naopak, keby neprechadzal
ani jednym vrcholom (teda by prechadzal cez dve strany), tak by trojuholnik ABC' rozdelil na troj-
uholnik a stvoruholnik. Bez ujmy na vseobecnosti teraz predpokladajme, ze rez prechadza vrcholom
C a stranu AB pretne v bode D.

Vieme, ze dva trojuholniky st podobné prave vtedy, ked sa zhoduji navzajom si odpovedajice uhly.
Ozna¢me |4 CDA| = «. Chceme, aby trojuholnik ADC' bol podobny s trojuholnikom BDC' (na
poradi vrcholov tentokrat nezalezi). Potom vieme, Ze a musi byt vnatornym uhlom trojuholnika
BDC' (kedze je aj v trojuholniku ADC'). Mame teda tri moznosti, ktory uhol to moéze byt:

1. |9 DBC| = «a, takze priamka DC' je rovnobezna s priamkou BC (kedze uhly CDA a DBC st

sthlasné) alebo bod D je totozny s bodom B. Zjavne ani jedno z toho neplati, kedze bod D
lezi vnutri strany AB — obr. 1.

http://seminar.strom.sk
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2. |9 DCB| = «, takze priamka AB je rovnobeznd s priamkou BC (uhly ADC a DCB su strie-
davé). To zjavne tiez neplati, kedze ABC je trojuholnik — obr. 2.

AN AN

obr. 1 obr. 2

3. |9 BDC| = a, ale uhol BDC' je susedny k uholu ADC, preto ich sucet je 180°, teda o = 90°.
Rez je teda kolmy na stranu AB a opit mame dve moznosti ako zvysné uhly rozmiestnit. Nech

|9 DAC| = v trojuholniku ADC, potom je uhol § aj v trojuholniku BDC:

e |IDBC| = g, potom |4 DAC| = |q DBC| = j3, takze trojuholnik ABC' je rovnoramenny
so zdkladriou AB a rez teda vedieme z bodu C' kolmo na zékladiu (protilahld stranu) —
obr. 3.

e |[IDCB| = B, potom |[JACD| = 90° — 8 (kedze sucet uhlov v trojuholniku ADC' je
180°) a |[9ACB| = |9 ACD| + |9 DCB| = 90° — 8 4+ 8 = 90°. Trojuholnik ABC je
teda pravouhly s pravym uhlom pri vrchole C' a rez vedieme z bodu C' kolmo na preponu
(protilahla stranu) — obr. 4.

C

5 ARYE:

A D B A
obr. 3 obr. 4
Tu vela z Vas svoje rieSenie ukoncilo, ¢o vSak bolo predéasné. Zatial sme len dokézali, ze trojuhol-
niky spliajtce zadanie mdzu byt iba rovnoramenné alebo pravouhlé. Je vSak potrebné este ukazat,
ze naozaj vSetky pravouhlé aj rovnoramenné trojuholniky tomuto zadaniu vyhovuju.

Majme lubovolny rovnoramenny trojuholnik ABC' (so zakladiiou AB). Ak CD je jeho vyska, tak
trojuholniky ADC' a BDC' st zhodné (podla vety Ssu), ¢ize aj podobné (s koeficientom podobnosti
jedna).

Teraz majme lubovolny pravouhly trojuholnik ABC (s preponou AB). Ak CD je jeho vyska a
|9 DAC| = j, tak |3 ACD| = 90° — j3, takze potom | DCB| = 90° — (90° — ) = . Podla vety uu
vidime, Ze trojuholniky ADC a C'DB st podobné.

Komentar: S lohou ste si poc¢inali pomerne dobre, aj ked vela z Vas plny pocet bodov nemé. Zabudli
ste totiZ na to, ze ak zistime, Ze to plati iba pre pravouhlé (prip. rovnoramenné) trojuholniky, tak
to nemusi platif pre vSetky také trojuholniky. MoZno by sa niekomu mohlo zdaf, Ze to vyplyva uz
z prvej Casti dokazu. To vsak nie je pravda. V prvej casti sme predpokladali, ze tie dva trojuholniky
st podobné a nasli, ¢o tomu moze vyhovovat. V druhej casti prave naopak dokdzeme, Ze vSetko nami
objavené tomu vyhovuje (¢ize kazdy rovnoramenny, resp. pravouhly, trojuholnik sa da rozdelit na
dva podobné trojuholniky). Ide teda o dve navzdjom opac¢né implikacie.

strom@strom. sk
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3. Mame dané dlzky a a b, pricom vieme, Ze sa dé& zostrojif pravidelnj mnohouholnik so stranou
velkosti a a najdlhSou uhloprieckou velkosti b. Pomocou pravitka a kruzidla ho zostrojte, ak
nepoznate pocet jeho stran, dokonca ani neviete, ¢i je tento pocet parny alebo neparny.

Opravovali: Jana Baranova a Marek Dernar Pocet riesitelov: 52
RieSenie:

Majme pravidelny n-uholnik A;A;...A,. Ako prvé po prec¢itani zadania by nas malo napadnut
zamysliet sa nad ,najdlhSou uhloprieckou®. Ktord to je? Preco? Po nakresleni obrazkov si lahko
vSimneme, Ze to pre n-uholnik s parnym (n = 2k) a n-uholnik s neparnym (n = 2k — 1) poctom
strdn nebude vyzeraf rovnako (dokonca uz samotné zadanie tilohy ndm to naznacuje).

Ak Vidime, ze pre n = 2k je vrchol A; ,spojeny“ najdlh-

‘ Sou uhloprieckou s prave jednym dal$im vrcholom a tym
je Agy1. Naopak pre n = 2k — 1 je vrchol A; ,spojeny“
najdlhsou uhloprieckou s dvoma vrcholmi, a to Ay a Agiq.
Tieto tvrdenia vSak treba aj dokazat.

Zac¢neme rozobratim n-uholnika s neparnym poctom stran.
Vieme, Ze pravidelnému n-uholniku sa da opisat kruznica
(ozna¢me jej stred ). Taktiez vieme, Ze je osovo sumerny
podla priamky A;S, a preto |A;As| = |A1Agk_1|, |[A143] =
|A1 Aok —al, ..., |A1Ak| = | A1 Ag41]. Cheeme teda dokazat, ze
vSetky uhlopriecky A;A; (pre vSetky i € {2,3,...,k —1})
su mensie ako Ay A;. Body Ay, A; a A, lezia na kruZnici
so stredom v bode S a teda nekonvexny uhol A;SAy je
stredovy ku kazdému uhlu A; A;Ay. KedZze velkost obvodového uhla je polovica velkosti stredového a
velkost nekonvexného uhla A1 S Ay je viicsia ako 180°, tak | A1 A;Ax| > 90°. V trojuholniku A; A; Ay
je teda najvicsi uhol A;A; Ay (kedZe je tupy) a vzhladom k tomu, Ze oproti najvécsiemu uhlu je
najvicsia strana, tak |A;Ax| > |A1 4|, ¢o sme chceli dokazat.

Pre n = 2k je dokaz podobny, az na to, Ze opisana kruznica je Ta- A1
lesovou kruznicou nad priemerom A; Ay (kedZe |J A1 SAgiq| =
180° — skuste to dokézat). Preto |4 A1 A; Agy 1| = 90°, Cize Ay Agiq
je prepona v pravouhlom trojuholniku, takze je najdlhsia.

Teraz uz vieme, ktoré st tie najdlhsie uhlopriecky a preco. Staci
uz len prist na spravny postup. Z dokazu predtym je zrejmé, Ze
jednoduchsia konstrukcia bude pre n parne.

Vyriesme teda tlohu najprv pre n = 2k. Ukézali sme, ze v tomto
pripade je najdlhsia uhlopriecka A; Ay 1 a je to zaroven aj prie-
mer kruznice opisanej n-uholniku. Preto narysujeme tuto kruz-
nicu so stredom v bode S a polomerom g Zvolime Tubovolny
bod na kruznici a ozna¢ime ho A;. Potom postupne ,nanasame*
kruzidlom vzdialenost a po kruznici, ¢im vznikaji body As, As,
atd. Ak ndm posledny vrchol ,padne“ priamo do vrcholu A; (je totozny s A;), tak sme skonstruovali
pozadovany pravidelny n-uholnik (n je parne). Ak pri tomto ,nanasani“ prejdeme celi kruznicu a po-
sledny bod nie je totozny s Aj, tak hladany n-uholnik nema parny pocet vrcholov (¢ize n = 2k — 1).
Pozrime sa teraz na konstrukciu pre n = 2k — 1. V8imnime si trojuholnik A; A, A, 1, ktory, ako sme
uz dokdzali, mé strany znamych velkosti b, b a a, takZe ho vieme jednoducho narysovat. KruZznica
opisana tomuto trojuholniku je totozna s kruznicou opisanou n-uholniku, teda mu opiseme kruznicu
(stredom S je priese¢nik osi stran). Ked uz mame kruznicu, tak pokracujeme rovnako ako predtym.
Nanéasame teda postupne vzdialenost a na kruznicu, az kym posledny bod nepadne do A; (ak tam

http://seminar.strom.sk
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nepadne, tak n-uholnik neméze mat neparny pocet vrcholov).

Objavili sme postup konstrukcie pre n parne aj pre n neparne. Zadanie ndm vsak hovori, Ze ne-
vieme, ¢i je pocet vrcholov parny alebo neparny. Ako teda toto vyriesit? Sta¢i ndm najprv skusit
postup pre n parne a ak bude ,netspesny“ (neskonstruujeme nim hladany n-uholnik), tak ho urcite
skonstruujeme postupom pre n neparne.

Komentdr: Najcastejsie isli body dole za to, Ze ste nezd6vodnili, preco sit v n-uholniku s neparnym
poctom stran dve najdlhsie uhlopriecky a taktiez ste neukazali, Ze naozaj tie dve st najdlhsie. Naslo
sa taktiez mnozstvo riesitelov, ktori napisali iba postup konstrukcie. Okrem postupu konstrukcie je
dolezity aj dokaz jej spravnosti, na ktory nesmiete zabudat (v nasom pripade vyplyval z dokazu vlast-
nosti najdlhsich uhlopriecok). Dolezitou sticastou riesenia konstrukénej tlohy je aj diskusia o pocte
rieSeni. V nasom pripade bolo v zadani priamo povedané, ze sa taky pravidelny n-uholnik da zostro-
jit, CiZe rieSenim je jediny pravidelny n-uholnik (skuste korektne dokazat, Ze ich neméze byt viacero
roznych). V tejto tlohe teda nebola diskusia o poéte rieSeni potrebnd, ale pri inych tlohéch by ste
kvoli jej neprevedeniu mohli prist o body.

Inak si myslime, Ze ste tlohy zvladli vyriesif. MoZno ste len mali problém korektne spisat riesenie,
kedZe §lo o netypickt tlohu.

4. Matko a Kubko si vymysleli novii hru na svojej Sachovnici 11 x 11. Kazdy hra¢ méze na Sachovnicu
v svojom kole polozif na lubovolné policko jeden oriesok (O) alebo jeden xylofén (X). Je to na
nom, ¢o a kde polozi (t.j. vzdy si mézu vybrat, ¢i polozia O alebo X). Vyhrava ten, kto prvy
vytvori 3 rovnaké symboly v riadku, stipci alebo pozdlz diagonaly. Ak Matko zac¢ina, pre koho
existuje vitazna stratégia? Mohlo by sa stat, Ze by ich hra skoncila remizou? (Vitazna stratégia
je postup, ktory umozni hracovi zvitazit pri akychkolvek tahoch protihraca.)

Opravovali: Jakub Sedlak a Gaba Vozarikova Pocet riesitelov: 39
Riesenie:

Zac¢neme rieSenie druhou otazkou — je mozné, aby chlapci skondili  [SR[O[$2|O[32]O[3%]|O[X|O[K
remizou? Inymi slovami povedané, existuje také zaplnenie hracej [SR|O[KR|O[32OISZ|O(K|O[X
plochy symbolmi X a O, aby v flom neboli tri rovnaké symboly [Q[32O[X|O[R|O3R|0[3%|O
v riadku, stipci, ani pozdlz diagonaly? Ak sa trosku pohrajeme, tak [O[SR]O[R[O[%[0[%|0[%|O
dostaneme napriklad vyplnenie, ktoré je na obrazku. K|OIR|OIXKIOIXRIOIR|OI1R
Teraz sa zamyslime nad vitaznou stratégiou. Pre ktorého chlapca? [3X|O[|O|3Z|O|K|O|R|O|X
Je jasné, ze nie pre oboch (to by totiz znamenalo, ze by museli vy- |O|X|O[X|O|X|O|XK|O[KR|O
hrat obaja). Ako aj intuicia hovori, Matko je v akejsi vyhode. Naj- |O]&|O[X|O|X|OXR|O[X|O
deme postup, akym sa bude riadit pocas hry. Musi vedief reagovat [8Z|O||O|Z|O[KR|O|XR|O|X
na akykolvek fah Kubka, preto sa na popis Matkovho postupu zdd |[R|O|&X|O|X|O|X|O|X|O|X
viyhodna nejaka stimernost. Osové je v nasej hre nevyhodnd, Tahko |O[£|O[|O[X|O[X|O[X|O

by pri nej Matko mohol prehrat.

UvaZzujme preto o stredovej so stredom v strede hracej plochy. Teda Matko bude kopirovat Kubkove
tahy v tejto stredovej stimernosti (samozrejme aZz na vynimku, kedy sa Matkovi naskytne prileZitost
utvorit trojicu a teda vyhrat). Jediné, ¢o by ndm mohlo znemoznit tento postup, st samodruzné body
(tie, ktoré sa zobrazia samé na seba), pretoze Matko nemdze napisat symbol na uz obsadené policko.
Nastastie vSak stredova simernost mé taky bod jediny — svoj stred. Preto Matko stred chytro zaplni
symbolom (O alebo X) v prvom fahu.

Zabezpecime tak vifazstvo? Predpokladajme, Ze nie, teda ze Matko svojim fahom utvori Kubkovi
prilezitost vyhraf (paméitajme, Ze pred tymto svojim fahom Matko vyhrat nemohol, inak by to
spravil — ozna¢me tento fakt pismenom V). Existuje teda dvojica obsadenych poli¢ok (oznacime
ich A; a As), ktort vie Kubko doplnit do vyhernej trojice. Jedno policko z tejto dvojice musi byt
Matkom naposledy pridanym (ak by totiz nebolo ani jedno také, tak by tato dvojica umoznujica
vyhru existovala uz pred Matkovym tahom, a teda by nebolo splnené V). Bez ujmy na vSeobecnosti
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nech je to policko A;. Hracie pole je vSak stredovo stimerné, a teda existuju obrazy tychto policok
A a A,, ktoré su rovnako prilezitostou na vyhru. Ak zarucime, Ze ani jedno z tychto obrazov nie je
policko A, tak by existovala moznost vyhry este pred Matkovym tahom (doplnenim tychto policok
A; a Ay) a teda by nebolo splnené V. Predpokladajme teda opak. Mame dve moZnosti:

1. A; sa zobrazi do Aj, teda ide o samodruzny bod. Ten vSak mame jediny a to stred. Teda A; je
stred, ¢im dostavame spor. Stred totizto nemdze byt Matkom naposledy pridané policko. Bol
by to len prvy krok, po ktorom Kubko isto nemohol hned vyhrat.

2. Aj sa zobrazi do A;. Z vlastnosti stredovej simernosti potom vieme, ze A; sa zobrazi do As.
Na to, aby dvojica A;, A; umoziiovala Kubkovi vyhru, musi byt medzi nimi najviac jedno
policko. KedZze A, je obraz A;, musi byt medzi nimi aspoii stred. Teda dostavame, Ze je medzi
nimi prave stred. Tato dvojica teda nemdze byt Kubkom vitazne doplnené do trojice, pretoze
policko medzi nimi (stred) je od zaciatku obsadené. Cize dostavame spor aj v tomto pripade.

Dokéazali sme teda, ze Kubko isto nevyhra. Este treba ukéazat, Ze pri tomto postupe Matko stale
vyhra.

Uvazujme, Ze nastala remiza. Hracia plocha musi byt zaplnena vréitane casti okolo stredu (Stvorec
3 x 3). NavySe musi byt vyplnena stredovo siimerne a tak, aby v iom nebola ziadna vitazné trojica.
Bez ujmy na vSeobecnosti nech je v strede O. Potom po obvode nemoze byt Ziadne O, lebo by muselo
byt aj simerne, a mali by sme trojicu. Musia tam byt teda samé X. Potom ale mame vyherné trojice
po obvode, ¢o je opit spor.

Tym sme dokézali, Ze stratégia pre Matka nie je len neprehravajtca, ale vitazna. Tak Matko smelo
do Kubka!

Komentdr: Mnohi z vas uviedli nejakt hernti stratégiu pre Matka, no neukazali, Ze je vifazné. V rieSeni
musia byt vetky tvrdenia podlozené argumentami. Casto ste nepochopili otézku, ¢ v tejto hre moze
nastat remiza. Tato otdzka je od tlohy najdenia vyhernej stratégie nezavisla. Do remizového stavu
sa pokojne mozu hrac¢i dostat tak, Ze chci. Mnohym z vas sme do rieSeni napisali otézku: ,Preco
vami najdend stratégia nefunguje na Sachovnici 4 x 47 Doévodom je chybajtci komentar o skutoénom
dovode nutnosti ,neparnej sachovnice“. Dalsou ¢astou chybou bolo nedotiahnutie dokazu vyhernej
stratégie do konca. Skoncili ste pri ukadzani, Ze je neprehravajtca, ¢o nie je to isté.

Na zéver sa skuste zamysliet nad stratégiou pre Sachovnicu 10 x 10.

5. Kruznica k prechadza vrcholmi A a B rovnoramenného trojuholnika ABC' so zakladnou AB
a dotyka sa priamky AC'. Dokéazte, ze kruznica k prechadza stredom vpisanej kruznice, stredom
opisanej kruznice alebo priese¢nikom vysok trojuholnika ABC.

Opravovali: Edo Eiben a Laco Baco Pocdet riesitelov: 38
RieSenie:

Zo zadania vieme, ze AC je dotycnica ku kruznici £ v bode A. Uhol CAB oznacime «a. Z vety
o usekovom uhle vieme, Ze ak si vezmeme Iubovolny bod Y na kruznici k, ktory je v opacnej polrovine
ako bod C' (vzhladom na priamku AB), tak |4 AY B| = « (toto nie je tazké ukazat a ak nepoznate
vetu o tsekovom uhle, tak sa zamyslite nad tym, preco to plati, alebo to skiste aspoii vygooglit ;-)).
Ak teraz vezmeme lubovolny bod X z oblika nad AB kruznice k, na ktorom nelezi bod Y, tak
|9 AXB| = 180° — « (Stvoruholnik AY BX je tetivovy). Zaroven ak pre nejaky bod Z, ktory lezi
v rovnakej polrovine vzhladom na AB ako bod X, plati |4 AZB| = 180° — «, tak Z lezi na kruznici
k.

Vieme, ze stred vpisanej kruznice, oznazime ho I, lezi v rovnakej polrovine ako X. Sta¢i nam teda
ukéazat, ze |J AIB| = 180° — av. To ur¢ite plati, kedze AI je os uhla BAC, BI je os uhla ABC), &ize
|9 ABI| = 5, |9 BAI| = §. Z trojuholnika AIB teda vyplyva

|9 AIB| = 180° — % - % = 180° — a.

http://seminar.strom.sk
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Takze naozaj stred vpisanej kruznice lezi na kruznici k£ a ukazali sme, ¢o sme chceli.
|

C

A 180° —a

Nakoniec by som chcel dodat, Ze neviem, ¢i ste rozmyslali nad tym, preco v zadani boli navyse body
ako stred opisanej kruznice alebo priesecnik vysok. Ak by sme ignorovali podmienku zo zadania, ze
AB je zakladna (pri ukazovani, ze |4 AX B| = 180° — « sme ju ani nijako nevyuzili), tak by sme
zistili, Ze podmienku | AX B| = 180° — « splitaji podla volby zakladne rozne z tych troch bodov.
Pre zakladiiu AC, by sme dostali, Ze na kruznici lezi priesecnik vysok. Pre zakladnu BC' zas, Ze na
kruznici lezi stred opisanej kruznice. Dokaz, preco tie body pri zmene zakladne spliaji tt podmienku
a lezia na kruznici, prenechame na usilovného citatela. Poradime vSak, Ze ide o obyc¢ajné poratanie
uhlov a zistenie, Ze naozaj tieto body spliaji | AX B| = 180° — a.

Komentdr: Prisli od vas rézne rieSenia a mnoho z nich bolo spravnych. Vicsina z vas si vSimla, ze
vSetky tri body (stred vpisanej, opisanej kruznice a priese¢nik vysSok) lezia na osi uhla pri vrchole
C, kedZe trojuholnik zo zadania je rovnoramenny so zékladtiou AB. Takisto ste spravne prisli na
to, ze tym bodom bude prave stred vpisanej kruznice. Potom sa uz poratanim nejakych uhlov dalo
dopracovat k tomu, Ze stred vpisanej kruznice je rovnako vzdialeny od stredu kruznice k, ako bod A,
popripade, ze prienik kruznice k a osi uhla pri vrchole C'lezi aj na osi uhla pri vrchole A v trojuholniku
ABC'. Vzorové rieSenie je jedno z rieSeni, ktoré je vcelku kratke a elegantné.

6. Dlhy John ziskal mapu pokladu. Poklad je zakopany v bode (z,y) s celodiselnymi stradnicami
(mo6zu byt aj zaporné). Tento bod vSak na mape zobrazeny nie je, miesto toho st tam len napisané
hodnoty x? +y a x +y?* (vieme, ktora z nich prislicha ktorému vyrazu). Tieto hodnoty st rozne.
Dokézte, ze ak John nie je hlupy, sta¢i mu na ziskanie pokladu kopat na jedinom mieste.

Opravovali: Laco Baco a Tomas Kocak Podet riesitelov: 22
Riesenie:

Predpokladajme, e pre dané hodnoty 2% +y = T a y*> + 2 = U vyhovuje aspoil jedna celo¢iselna
dvojica! x, y, ozna¢me ju [a, b]. Jednoznacnost riesenia teraz dokdZeme sporom.

Predpokladajme, Ze existuje este jedna celociselna dvojica vyhovujica podmienkam, ozna¢me ju
[c, d], pricom ¢ # a alebo d # b.

Ak ¢ = a, tak plati > +b =T = ¢®> + d, teda aj b = d. Obdobne z rovnosti d = b vyplyva rovnost
¢ = a, teda ak chceme, aby dvojica [c, d] bola rézna od |a, b], tak a # ¢ a zéroven b # d.

Upravou rovnosti a® + b = ¢® 4+ d dostaneme

d—b=(a—c)-(a+c) (1)

!predpokladdme, Ze hodnoty T a U st naozaj korektné, ako vravi zadanie
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a upravou rovnosti a + b* = ¢ 4+ d? dostaneme

a—c=(d—="0)-(d+D). (2)
Dosadenim (1) do (2) dostavame rovnost

a—c=(a—c)-(a+c) - (d+D).
Pretoze a # ¢, tak musi platit
(a+c)-(b+d) =1 (3)

Kedze a, b, c a d su celé ¢isla, tak aj a + ¢ a b+ d sa celé ¢isla, preto podla (3) musi nutne platit

at+tc=b+d=1aleboa+c=b+d= —1. Tieto dve mozZnosti rozoberieme osobitne:

e Aka+c=b+d=1, tak vieme, ze c=1—a, d =1 — b. Dosadenim do podmienok zo zadania
dostaneme rovnosti a = d, b = ¢, z ¢oho vyplyva T' = U, ¢o je spor.

e Aka+c=b+d= —1, tak vieme, ze c= —1 —a, d = —1 — b. Z toho potom dostavame a = b,
¢ = d, ¢o zase vedie k sporu T" = U.

V oboch pripadoch sme dosli k sporu, teda je nepravdivy nas predpoklad, Ze existuje dalsie celoc¢iselné
riegenie rozne od [a, b]. To znamend, Ze danym hodnotam T a U vyhovuje (najviac?) jedno celo¢iselné
rieSenie, preto Johnovi staci kopat na jednom mieste, ¢o sme aj checeli dokézat.

Poradie po 1. sérii Zimného semestra 35. ro¢nika

P. Meno a priezvisko Trieda Skola, 1. 2. 3. 4. 5. 6.|B|CS
1. Kléara Fickova 3. A GPostKE |9 9 9 9 9 9|0 |54
2. Tomas Babej 4. A GPostKE |9 9 8 6 9 9]0/ 50
3. Miroslav Stankovic 1. A GPostKE | 9 8 7 5 9 2|9 47
Peter Milosovi¢ 4. A GPostKE |9 9 9 6 9 5|0 47

5. Martin Vodicka Sexta GAIggKE (9 9 - 5 9 9|5 46
Viktor Szabados 4. B GGressBA |9 9 9 8 9 2|0 46

David Hvizdos 4. A GPostKE |9 8 7 6 9 7|0/ 46

8. Matus Stehlik Oktava | GAlggKE |9 9 9 7 9 210 45
Jakub Safin 2. G GMasaMI |4 8 5 9 9 9|5 45

10. | Katarina Krajciova Kvarta | GAlegjKE |4 8 8 7 8 - |8 43
11. Ludmila Simkov4 Kvinta | GParoNR |9 8 8 - 8 - |9 | 42
12. Déasa Krasnayova Oktava | GAlggKE |9 8 9 4 9 20| 41
13. Jan Jursa 1. A GPostKE |9 8 8 6 - - 9] 40
14. Daniel Till 3. A GPostKE |6 7 8 6 9 -0/ 36
Lucia Magurova 2. A GPostKE | 7 8 8 2 9 -12/|36

16. Kristina Fagulova 3. A GPostKE |3 9 8 6 9 - 0] 35
17. Monika Zlaczka 4. A GPostKE |9 6 7 3 9 0|0/ 34
18. Jakub Dargaj 1. A GPostKE |9 7 7 - - -9 32
Michal Kopf 3. A GSlezCZ |7 7 6 9 3|01 32

Miloslav Homer 3. A GPostKE | 9 6 8 - 9 0] 32

21. Martin Rapavy Kvinta A | GAlegjKE |3 8 8 - 3 -8 30
Ludmila Jankovichova 1.F GTajoBB |9 4 8 - - -19]30

2skiiste najst rieSenia napr. pre 7 = 42, U = 47. Preco to nejde?
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P. Meno a priezvisko Trieda Skola 1. 2. 3. 4. 5. 6.|B|CS
23. Alena Busakova 8.V GSpitCZ |4 8 6 3 8 - 10129

Dorota Jarosova Kvarta GAlggKE |1 7 7 4 3 - |7]29

Ivana Gaskova Septima | GAlgjKE |3 9 8 - 9 - 10129

Denisa Semanisinova Sexta GAlggKE |7 9 8 - - 510129
Martina Hlavata Oktava | GGrosBA |5 5 8 2 9 - 101 29

28. Pavol Koprda 7. OA GHvieTT |8 2 4 5 9 -0 28
Denisa Muthova 4. A GRuziZA |9 8 - 3 8 -|0/|28

30. Viktor Lukacek 3.C GSevéPO |9 8 4 3 - 3|0 27
31. Daniel Ondra 1. A ZKrodKE |5 2 8 3 - - |81 26
32. Vladimir Macko 2. A GHronZV |4 9 6 3 1 - |1] 24
Anton Gromodczki 9. A ZStanKE |8 8 - - - - |18 24

Jan Hoffmann Oktava | GAlggKE |7 - 8 - 9 - 10|24

35. Martina Oravcova 1. A GPostKE |1 1 1 2 9 01]9] 23
Vladislav Vancak Kvinta B| GAlgjKE |5 - 7 2 1 1|7/ 23

37. Irena Bacinska 5. Q GKomeLY |1 6 3 2 3 1|6] 21
Jaroslav Petrucha Sexta GMetoBA |5 8 8 - - -]10/|21
Radka Masloviakova | Oktava | GAlggKE |8 3 6 4 - - |0 21

40. | Roman Pivovarnik 5. OA GMudrPO |8 - 4 - - - |81]20
Magdaléna Krejciova 1.E GTataPP |8 - - 4 - - 18|20
Martina Bekrova 8. Y GIrutCZ |1 4 6 3 6 - {020

43. Matus Hlavacik Sexta GAlggKE |5 9 - 5 - -]101]19
44, Jan Dudié 2. A GPostKE |5 0 6 - 7 0/|0] 18
Daniela Harcarufkova 3. A GPostKE |9 - - - 9101 18

46. | Viktoéria Valachova 1. A GSkolSN | - - 7 2 - - |T7|16
Ladislav Hovan 4. A GExndKE |4 6 6 - - - 0] 16

48. Matas Porazik Kvinta A | GAlgjKE |1 - 7 - - - | 7|15
49. Zuzana Baxova 3. E GIm&jTN | - - 8 - -10| 14
50. | Michaela Belanova Septima, | GTepIBA |9 3 - - - - |0 12
51. Rébert Solarik 2. A GPostKE |3 - 8 - - -0 11
52. Lea Uhliarova 2. L GTajoBB |0 2 8 0 - -]01]10
Tomés Macko 2. A GPostKE | 1 - 6 3 -0/ 10

Alzbeta Bohinikova Oktéva | GGrosBA |1 8 - - 1 - 10110

55. Stépan Simsa Sexta GJJLit 9 - - - - -10!9
Lucia Floridnova 1. A GPostKE |1 3 2 - - - 3] 9

57. Lucia Cabrova 2. A GPostKE |1 0 6 - - - [0} 7
58. Alica Ordosova 1. A GPostKE |0 O 0 2 1 -1]2] 5
59. | Veronika Kolvekova 3. A GPostKE |0 2 2 - 0 -|0| 4
60. Marcel Francak 2.B GMierNO | - 2 0 - - 1|01 3
61. Ivana Sopatova 2. A GPostKE |1 1 - 0 - -0 2
Martin PereSini 1. A PMHBB |0 - 1 0 0 O0/]1] 2

63. Marcel Ceselka 2. C GSkulKE |0 0 1 0 0 0|0 1

strom@strom. sk
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Pohar konstruktérov Zimného semestra 35. ro¢nika

P. Skratka Skola P.r. | Body
1. | GPostKE Gymnézium Postova 9 042 52 Kosice 22 | 596
2. | GAlgjKE Gymnézium Alejova 1 041 49 Kosice 13 | 394
3. | GGrosBA Gymnézium Grosslingova 18 811 09 Bratislava 1 3 85
4. | GMasaMI Gymnéazium Pavla Horova Masarykova 1 071 79 Michalovce 1 45
5. | GParoNR Gymnézium Parovska 1 950 50 Nitra 1 42
6. | GTajoBB Gymnéazium J. G. Tajovského 25 974 01 Banska Bystrica 2 40
7. | GSlezCZ Slezské Gymnazium Zamecky okruh 29 746 01 Opava 1 32
8. | GSpitCZ Gymnéazium Spitalska 2 192 00 Praha 9 1 29
9. | GHvieTT | Gymnazium Angely Merici Hviezdoslavova 10 917 01 Trnava 1 28
GRuzZA Gymnézium bilingvalne T. Ruzicku 3 010 01 Zilina 1 28
11. | GSeveéPO Gymnézium sv. Moniky Tarasa Sevéenka 1 080 01 Presov 1 27
12. | ZKro4dKE Zakladna skola Krosnianska 4 040 22 Kosice 1 26
13. | GHronZV Gymnézium Hronska 1467/3 960 01 Zvolen 1 24
ZStanKE Zékladna skola Stanicna 13 040 01 Kosice 1 24
15. | GKomeLY Gymnézium Komenského 13 082 71 Lipany 1 21
GMetoBA Gymnézium Metodova 2 821 08 Bratislava 2 1 21
17. | GTrutCZ Gymnazium Jirdskovo namésti 325 541 01 Trutnov 1 20
GMudrPO Gymnéazium J. A. Raymana Mudronova 20 080 01 Presov 1 20
GTataPP Gymnézium Dominika Tatarku 14 058 19 Poprad 1 20
20. | GExnaKE Gymnézium Exnarova 10 040 22 Kosice 1 16
GSkolSN Gymnézium Skolska 7 052 01 Spisskd Nova Ves 1 16
22. | GlmajTN Gymnézium 1. méaja 2 911 01 Trencin 1 14
23. | GTeplBA Gymnéazium Teplicka 7 831 02 Bratislava 3 1 12
24. GJJLit Gymnéazium Josefa Jungmanna Svojsikova 1 412 65 Litométice | 1 9
25. | GMierNO Gymnazium A. Bernoldka Mieru 307/23 029 01 Namestovo 1 3
26. | PM. HBB SPS J. Murgasa M. Hurbana 6 975 18 Banska Bystrica 1 2
27. | GSkulKE Evanjelické gymnézium Skultétyho 10 040 01 Kosice 1 1

Za podporu a spolupracu dakujeme

e Jednote slovenskych matematikov a fyzikov, pobocka Kosice
e Prirodovedeckej fakulte UPJS v Kosiciach
e Agentire na podporu vyskumu a vyvoja prostrednictvom projektu:
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