Cislo 6 Letny semester 40. ro¢nika (2015/2016)

STROM

Korespondenény matematicky seminar

Ahojte!

Aj vy ste uz pocitili tie prvé lace letného slnka? Préve tie Vam pomohli definitivne
sa premenit z malych semienok na velké a mohutné rastliny plné zivota, elanu a pelu
pre usilovné vcelicky, ¢o budu celé letné obdobie zbierat nektar. Ak ste si aj vy prave
povedali, ze ¢o za asociativny text tu budem c¢itat, tak ste na velkom omyle. Pred Vami
je posledné ¢islo STROMu, kde sa definitivne dozviete nie len o spravnych rieSeniach
druhej série, ale aj o Vasom poradi a pripadnom postupe na jesenné sustredenie. Tesia
sa na Vas

Vasi STROM isti

Ststredenie

Uz aj vy sa tesite? Mate sa na ¢o. Pripravy st v plnom prude, preto nezahalajte a aktualizujte si svoj profil na nasich
webovych strankach. Pozvanky na ststredenie vim dorazia na email, ktory uvediete prave tam. Pri tej prilezitosti si aktua-
lizujte aj vSetky ostatné infosky o vds. A aby sme neboli taki vSeobecni, tak naznac¢ime aspon to, ze sustredenie sa bude
pravdepodobne konat este v lete a stretneme sa na nom s tymi najlepsimi z vas.

Cena Nadacie Orange
Ako ste si mnohi mohli v§imnut, neddvno sme boli nominovani na cenu Naddacie Orange. V kategorii Vzdelavanie sa spolu
s dalsimi 4 organizdciami uchddzame o 3 ocenené miesta. Taktiez sme sa zapojili do kategorie Cena verejnosti, v ktorej

verejnost vyjadrila svoj nazor. Aj vdaka vdm sme dosiahli famézny vysledok. Preto Vam vsetkym, ktori ste nis podporili,
patri velké DAKUJEME. Findlne vysledky sa dozvieme na sldvnostnom galaveceri 30.5.2016. Drzte ndm palce!

sme nominovani na

drzte nam palce
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1 Opravovali: Ivka Gaskova, Kristin Mislanova I
®  Pocet riesitelov: 22 e, -

Mame kruznicu £ a bod X mimo nej. Nech XY a XZ su dotyc¢nice ku kruznici k, pricom body Y a Z st body dotyku.
Dokazte, ze stred kruznice vpisanej do trojuholnika XY Z lez{ na kruznici k.

Riesenie:
Nech bod S je stred kruznice k. Trojuholniky X SY a X.SZ st zhodné podla vety Ssu (|]SY| = |SZ| st polomery kruznice

k, |[<SYX| = |45ZX]| = 90°, kde body Y, Z st body dotyku, spoloéné strana SX je oproti najviac¢Ssiemu uhlu). Z toho
vyplyva, ze |Y X| = |ZX]|, a teda trojuholnik XY Z je rovnoramenny.

Stred vpisanej kruznice do trojuholnika ndjdeme ako prienik osi jeho vnutornych uhlov. Kedze trojuholnik XY Z je rovno-
ramenny, tak os uhla Y X Z je zdroven vyskou trojuholnika XY Z a osou strany (tetivy) Y Z, ¢ize prechadza aj bodom S.
Prienik tsecky YZ a XS oznaéme A a prienik tsecky XS a kruznice k ako B.

Bod B lezi na kruznici k a zaroven na osi uhla trojuholnika XY Z pri vrchole X. Ak ukazeme, Ze bod B lezi aj na osi uhlov
pri vrchole Z a Y, bude stredom vpisanej kruznice, a teda dostaneme presne to, ¢o sme chceli.

V trojuholniku ABZ plati | BAZ| = 90° a uhol ABZ ozna¢me «. Potom | BZA| je 90° — a.
Trojuholnik SBZ je rovnoramenny s ramenami SB a SZ, ktoré predstavuju polomer kruznice k, a teda plati |[<SZB| =
|ASBZ| = |4 ABZ| = a. Vieme, ze |[<SZX|=90° a |<SZB| = a, odtial | BZX|=|1SZX|—|<4SZB|=90° — a.

Vidime, ze |4 BZA| = |4 BZX| = 90° — «, z ¢oho vyplyva, ze BZ je osou uhla YZX. Analogicky ukéZeme aj, Ze Y B je
osou uhla ZY X, a teda bod B je stredom vpisanej kruznice trojuholnika XY Z a zaroven lezi na kruznici k.

Komentdr: Takmer vSetkym z vés sa podarilo tilohu hravo zvlddnut, ¢o nés velmi potesilo :). Pri geometrickych tilohdch
je vzdy vhodné zahrnit do riesenia aj nacrt, pre jeho lepsiu predstavitelnost. Myslite na to pri budicom spisovani tloh
STROMu.

2 Opravovali: Zanetka SemaniSinovi, Peto Kovacs I
e  Podet riesitelov: 16 . .

Dokézte, Ze ak p, ¢, r st racionalne ¢isla a plati p? + ¢ + 72 +2 = (p + ¢+ r)?, potom (1 + p?)(1 + ¢?)(1 + r?) je druhou
mocninou racionalneho ¢isla.
Riesenie:
Rovnost zo zadania vieme upravit nasledovne:
PP +ri+2=p+q+r)?
PP+ +ri+2=p"+¢>+r*+2pq+ 2qr + 2pr
2=2(pq+qr+pr)
1=pq+qr+pr
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Nagou tlohou je dokézat, 7ze vyraz (1 + p?)(1 + ¢?)(1 4 r2) je druhou mocninou racionélneho ¢isla. Cislo 1 v tomto viraze
vieme nahradif vyrazom, ktory sme vyjadrili zo zadanej rovnosti. Odtial mame:

(L+p°)(1+ @) (1 +7°) = (pg+qr+pr+p°)(pa+qr +pr+¢*)(pg+ qr + pr +r?)

Ziskany vyraz vieme pomocou vyberania pred zatvorku upravit nasledovne:

(qlp+r)+p(r+p)-(glp+q) +r(g+p) (plg+r)+rig+r)=(g+p)(r+p)g+r)p+qP@+r)g+r)

Tento vyraz vieme vyjadrit aj ako (p + q)(q + r)%(r + p)?, kde vieme o kazdej zatvorke povedat, Ze je sic¢tom dvoch
racionalnych ¢isel, teda taktiez raciondlne ¢islo. Tento vyraz preto predstavuje stucin troch druhych mocnin racionalnych
Cisel, ¢o je druhou mocninou racionalneho ¢isla pre vSetky racionalne ¢isla p, ¢, r. Kedze vsetky upravy, ktoré sme vykonali
boli ekvivalentné, dokézali sme tvrdenie zo zadania.

Komentdr: Vacsine riesitelov sa tlohu podarilo vyriesit spravne. V rieseniach najcastejsie chybalo zdévodnenie, ze vyraz je
naozaj rovny mocnine racionalneho ¢isla a nie redlneho. Par riesitelov sa tilohu rozhodlo riesif vyjadrenim jednej premennej
a dosadenim. Ak ste sa vydali touto cestou, bolo treba osetrit, aby sa vo vyraze vyjadrujicom premennu nedelilo nulou.

3 Opravoval: Roman Stano I
®  Pocet riesitelov: 25 T

Uréte pocet podmnozin mnoziny {1, 2, 3, ..., 50}, ktorej sicet prvkov je viacsi alebo rovny ako 638.

Riesenie:

Zistime stcet vSetkych prvkov v mnozine zo zadania (nazvime ju M): 1+24---4+49+50 = (50+1)+(494+2)+--- =51-25 =
1275. Cim je c¢islo 638 zaujimavé? Lahko si vSimneme, ze mé blizko k polovici siuctu prvkov M. Tato ,vlastnost“ bude

v nasom rieseni klticova, hoci ju explicitne nezdévodnime. Skiiste sa na konci riesenia k tomuto odseku vratit a zamysliet
sa, preco by podobné riesenie nefungovalo pri inej ,volbe ¢isla“ ako 638.

Rozdelme vsetky podmnoziny mnoziny M do dvoch skupin: skupiny A, kde budd vSetky podmnoziny také, Ze sicet ich
prvkov je najviac 637 a skupiny B, kde budu vsetky podmnoziny také, ze sicet ich prvkov je aspon 638.

Uvedomme si, Ze kazdd podmnozina z A ma svoj doplnok do M (ktory je jednoznacne dany ako M — A) v skupine B. Stcet
prvkov kazdej podmnoziny z A a jej doplnku totizto musi dat 1275 (musi dat celd mnoZzinu M). Kedze kazdd podmnoZina
z A mé sicet prvkov najviac 637, jej doplnok méa sicet prvkov aspon 638 (inak by nedal v sicte 1275) a kedze je tiez
podmnozinou M, nutne sa nachadza v skupine B.

Uvedomme si tiez, Ze kazd4 podmnozina zo skupiny B mé svoj (jednoznac¢ne dany) doplnok do M v skupine A. Odévodnenie
nechdvame na vas (je podobné, ako v predchadzajicom pripade).

Vsimnime si teda, ze podmnoziny z A vieme ,bezo zvySku“ popérovat s podmnoZinami z B (takym spdésobom, Ze popdru-
jeme podmnozinu s jej doplnkom do M). Kazdej podmnozine skupiny tak priradime préve jednu (unikétnu) podmnozinu
druhej skupiny. Rovnako aj kazdej podmnozine druhej skupiny sa tymto poparovanim priradi podmnozina prvej skupiny.
Ziadna podmnozina pri tom nemoze byt priradenim dvoch réznych podmnozin (to by museli byt rovnaké, ¢o by bol spor).
Pre fajnsmekrov spomenieme, Ze toto priradenie predstavuje bijektivne zobrazenie. Mimo iného, z tohto priradenia plynie
aj to, ze v A je rovnako vela podmnoZin ako v B (préve vdaka tomu, Ze podmnoziny tvoria disjunktné dvojice medzi
skupinami). Podmnozin takych, Ze sicet ich prvkov je aspom 638 je teda rovnako vela ako tych, ktorych sicet prvkov je
najviac 637 a je to preto polovica po¢tu vsetkych podmnozin M (vsetky podmnoziny A a vSetky podmnoziny B dajd spolu
vietky podmnoziny M).

Ostéava zistit, kolko podmnozin vlastne M ma. Povedzme, ze chceme vytvorit nejakd podmnozinu. Pre kazdy z 50 prvkov
M sa vieme rozhodntt, ¢i ho do tvorenej podmnoziny vezmeme alebo nie. Mame tak 2°° moznosti pre rozhodnutie. Kazdé
rozhodnutie pri tom vedie k jedine¢nej podmnozine a kazdd podmnozina je vysledkom nejakého rozhodnutia (rozmyslite
si pre¢o). Pocet podmnozin s hladanou vlastnostou preto bude: 2.

Komentdr: Takmer vsetci odhalili myslienku parovania podmnozin a ich doplnkov a prisli k spravnemu vysledku. Horsie to
vSak bolo s vysvetlovanim tohto parovania. Niektori z vas si neuvedomili, Ze z iplného priradenia mnozin v B ku mnozinam
A este neplynie, Zze v A ich mame rovnako vela ako v B.
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4 Opravovali: Henka Michelova, Matus Stehlik I
®  Pocet riesitelov: 19 L T
Nech pre realne ¢isla x, y, z > 0 plati

1 1 1

T4 I4 =1,

r Yy =z

dokazte, ze (x — 1)(y — 1)(z — 1) > 8.
Riesenie:
Aby sme vedeli vyuzit zadani podmienku, vynasobime ju vyrazom zyz > 0, nech tam si rovnaké ¢leny ako v nerovnosti,

ktort dokazujeme, dostavame
xy+yz + zx = xyz. (1)

Po rozndsobeni rovnosti zo zadania mame
ryz—ry-rz—yz +x +y+ 2-1 > 8.

S vyuzitim (1) ostand uz len linedrne ¢leny
r+y+22>9.
Mobzeme vydelit tromi a pravd stranu vydelit jednotkou v tvare 1 = % + % + %, a tak obdrzime

r+y+z
3 =1
Z+

< = Qo

+1

Tato nerovnost plati, lebo je AH nerovnostou (nerovnost medzi aritmetickym a harmonickym priemerom) pre kladné z, y
a z. VsSetky upravy boli ekvivalentné, takze sme hotovi.

Komentdr: Vac¢sina z vas tuto ilohu dokoncila tispesne bez vicsich zavdhani. Rada do budicnosti: poriadne citajte aké
st ¢isla v zadani (v tejto dlohe boli redlne a nie prirodzené) a nesSetrite slovami pri vysvetlovani jednotlivych krokov vasho
riesenia.

5 Opravovali: Dano Ondus, Mato Vodicka I
*  Pocet riesitelov: 2 N ||

Néjdite najmensie prirodzené ¢islo ¢, pre ktoré existuju celé ¢isla z1, x2, ..., x; také, pre ktoré plati

o3 a2 = 20022002,

Riesenie:
Vidime, Ze na lavej strane mame tretie mocniny celych ¢isel. Pre druhé mocniny celych ¢isel plati, ze po deleni styrmi dévaja

iba dva zvysky, 0 a 1. Mo&zeme sa preto pozriet na zvysky tretich mocnin po deleni nejakym ¢islom. Po chvili skusania
prideme na to, Zze pekne sa spravaju zvysky po deleni deviatimi.

Kazdé celé ¢islo vieme zapisat ako x = 9k + z, kde k je celé ¢islo a z je zvysSok ¢isla x po deleni deviatimi. Nésledne, ak ho
umocnime na tretiu, tak podla binomickej vety dostdvame (9% + 2)3 = 729k + 243k%2 + 2722k + 23. Je zrejmé, Ze vietky
¢leny okrem 23 st delitelné deviatimi, preto je zvysok celého é&isla rovny zvysku posledného ¢lena. Cislo z je zvySok po deleni
deviatimi, ¢ize nadobida hodnoty 0 az 8. Zvysky 23 po deleni deviatimi pre jednotlivé z si v poradi: 0, 1, 8, 0, 1, 8, 0, 1,
8. To st len tri hodnoty.

22002

Nésledne potrebujeme vypocitat zvysok ¢isla 200 po deleni 9. Ten je rovny Styrom.

Teraz nam uz iba staci zistit, kolko ¢isel potrebujeme scitat tak, aby sme dostali zvysok 4 a najst vyhovujtce ¢isla z1 az x;.
Plati, ze ak pre nejaké t vieme dany zvysok dosiahnut, tak ak k nemu pripocitame ¢islo so zvyskom nula, tak budeme mat
rovnaky zvysok aj pre ¢t + 1.

Pre t = 1 ocividne zZiaden zvysSok nie je rovny Styrom.

Pre t = 2 vieme dostat iba zvysky 0, 1, 8 podlat =1 a zvysky 1+ 1 =2, 848 = 16, 8+ 1 = 9 bez pouzitia zvysku nula, ¢o
nam pridalo zvysky 2 a 7. Teda vidime, ze zvysSok 4 nevieme ziskaf.

Pre t = 3 vieme dostat zvysky 0, 1, 8, 2, 7podlat =2 azvysky 1+14+1=3,14+1+8=10,14+84+8=17a84+8+8 =24
bez pouzitia zvysku nula, ¢o nam pridalo zvysky 3 a 6.

Pre t = 4 uz zvysok 4 Iahko dostaneme (napriklad 1+ 1+ 1+ 1 = 4). Mozné rieSenie je (10 - 2002°67)3 + (10 - 2002%67)3 +
+(2002%67)3 + (2002567)3 = 2002 - 2002200 = 2002292,
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Komentdr: Hoci tloha na prvy pohlad vyzerala zloZito a dostali sme len 2 riesenia, po zisteni, ako sa spravaju zvysky tretich
mocnin celych ¢isel po deleni deviatimi, sa zmenila na pomerne jednoducht. Preto ak s takouto tlohou neviete pohnit,
nevzdéavajte sa a pozrite sa na vlastnosti ¢isel v tilohe.

6 Opravoval: Mato Vodicka, Dano Ondus I
®  Pocet riesitelov: 3

Mame tri obrovské kréahy, v kazdom z nich je kladny celociselny pocet litrov vody. Dovolené je doliat do lubovolného kréahu
rovnaké mnozstvo vody, aké v nom prave je, z kréahu, ktory obsahuje dostatocné mnozstvo vody. Dokéazte, ze pomocou
takéhoto prelievania je vzdy mozné uplne vyprazdnit niektory krcah.

Riesenie:
Najprv si dokazeme, ze za vhodnych podmienok vieme proces obratit, teda vieme z kréahu vyliat polovicu vody do iného

kréahu. Konkrétne, ak mame v jednom kréahu z litrov a v druhom krcéahu y litrov, kde x je parne a y neparne, tak vieme
vyliat polovicu z z do y.

Preco je to tak? Hrajme sa len s tymito dvoma kréahmi a vzdy prelejme z toho kde je viac vody vodu do mensieho podla
podmienky. Toto oc¢ividne mézeme robit stdle. KedZe stavov (mozZnosti na pocet litrov vody v tych dvoch kréahoch) je
konecne vela, urcite sa niekedy zacyklime. AvSak ak mame stav, vieme, ¢o bolo pred nim, lebo sme urcite dolievali vodu
do toho kréahu, v ktorom je momentdlne parny pocet litrov vody (a taky je len jeden). Preto sa niekedy nutne vratime
do pdévodného stavu, ze v prvom kréahu je x a v druhom y. AvSak tomu stavu predchadzal stav, kde v prvom kréahu bolo
2/2 vody. To znamend, Ze tymito vela prelievaniami vieme dosiahnut to, Ze sme z prvého kréahu vyliali polovicu vody
do druhého.

Mozeme predpokladat, Ze celkovy pocet litrov vody je neparny. Preco? No ak by bol parny, tak bud je vSade parne vela
vody, a m6zeme teda mnozstvo vody vsade vydelit 2 a ni¢ sa nepokazi. Alebo v dvoch kréahoch je neparny pocet litrov
vody, no vtedy ak prelejeme vodu z jedného do druhého, tak dostaneme stav, kde je vSade parny pocet litrov vody, a zase
to mozeme predelit 2. Toto mozeme robif az dovtedy, kym nebude celkovy pocet litrov vody neparny.

To znamend, ze BUNV v tretom kréahu je neparny pocet litrov vody (niekde musi byt, ak ich je spolu nepdrny pocet).
Jednoduchym preliatim vody medzi zvysnymi dvoma kréahmi docielime, Ze v prvych dvoch je parny pocet litrov vody. Pocet
litrov vody v prvom kréahu budeme zapisovat v tvare 2z a v druhom 2!y, kde x, y st neparne a k,l > 1. To preto, lebo
je v nich parny pocet litrov vody. Ak k # [, tak BUNV k > [. Potom z prvého kréahu odlievame polovicu do tretieho tak
dlho, az kym k = [. KedZze polovica je stale parna, tak v trefom kréahu ostava neparny pocet litrov vody, a teda to moézeme
robit.

Teraz prelejeme vodu medzi prvymi dvoma kréahmi. Po tomto preliati sa hodnoty k, [ zvacsili aspon o 1, a preto plati, ze
k,l > 2. No postup mdzeme opakovat. Zase ich vyrovname a prelejeme - k,[ > 3 atd.

No pocet litrov vody v prvych dvoch kréahoch sa nezvicsuje, to znamend, ze to nemoézeme robif nekonecne dlho, lebo by
velmi velkd mocnina 2 (vacsia ako celkovy pocet litrov vody) delila pocty litrov v oboch kréahoch. No zastavit sa mozeme
len vtedy, ak jeden krc¢ah je prazdny. Preto takto vyprazdnime jeden krcah.

Komentdr: Do tlohy sa vela z vas nepustilo. Fakt je ten, Ze isla vyriesit viacerymi sposobmi, stacilo len dost dlho skusat,

az nas nejaky sposob ako vyprazdnit kréah napadlo. Toto rieSenie sme zvolili schvalne, lebo myslienka, ze nejaky proces
sa zacykli, a preto ho mdzeme obratit, sa vdm v budicnosti moze hodit :).

Konecéné poradie Letného semestra 40. roc¢nika

P. Meno a priezvisko | Kat. Skola PS|1. 2. 3. 4. 5 6.|CS

1. Laura Vistanova S3 | GMaraKE | 54 | 9 9 9 9 9 9 | 108

2. Martin Stevko S1 GAlgjKE (4919 9 9 9 - - | 94

3. Samuel Krajci S1 GAIgjKE [ 4719 9 9 9 - - | 92

4. Jozef Liptak S3 GJgtBB 42219 6 9 8 - - | T

5. Matej Hanus 79 ZKrodKE [ 36 |9 - 9 9 - - | 72

6. Viktoria Brezinova | S1 GAlgjKE [ 34 |- 9 9 9 - - |70

7. Erik Berta S1 GAIggKE [ 29 | - 9 9 9 - - | 65

8. Martin Masrna S2 GPostKE | 26 | 9 9 9 9 1 - | 64

9. - 11. Michal Masrna 79 ZKrodKE | 36 | 9 - 9 - - - 63
Martin Mih&lik S1 GAlggKE [ 1819 9 9 9 - - | 63

Vratislav Madagé S1 GAIgjKE [ 2719 9 - 9 - - | 63

12. Norbert Michel 78 ZKrodKE | 23|19 - 5 9 - - 55
13. - 14. Jakub Mach S3 GPostKE | 19|19 8 9 9 - - | b4
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P. Meno a priezvisko | Kat. Skola PS|1. 2. 3 4. 5 CS
Filip Csonka S1 GAlggKE | 18 19 9 9 - - 54
15. Patrik Palovcik 79 ZKro4dKE (32 |- - 9 - - 50
16. Roébert Sabovéik 79 ZKrodKE | 30 | 8 - 3 - - 49
17. Martin Micko S1 GAlgjKE | 18 |9 - 9 - - 45
18. Tomas Chovancak 79 ZKrodKE | 25 | - - 9 - - 43
19. Juraj Micko S3 GPostKE | 18 | 9 - 9 - - 36
20. - 21. Leonard Turcan S3 GJgtBB %69 - - 9 - 34
Kristina Bratkova S3 EGJAK 819 9 3 5 - 34
22. Martin Salagovi¢ S1 GAlgjKE |12 | - - 9 - - 30
23. Samuel Chaba S1 GAlejJKE of}- 8 2 9 - 28
24. Michaela Dlugosova | S2 | GKukuPO | 9 | 9 5 - - 23
25. - 26. Tubica Hladka S3 GJgtBB 21 - - - - - 21
Marek Koman S2 GAlgjKE | 21 | - - - 21
27. Adam Dobrovic¢ S3 GJgtBB 9(- - - - - 19
28. - 29. Michal Pandy S3 GPostKE o}9 9 - - - 18
Natalia Téthova S2 GAlejKE of}- 9 - 9 - 18
30. Jarmila Simkova S2 GParoNR | 0 | 9 5 - - 14
31. Jonas Suvak S1 GJarPO mwfo 1 0 1 - 13
32. Samuel Gazda S4 GYMES 0 | - 9 0 - 9
33. Juraj Jankovich S3 GJgtBB 8 - - - - 8
34. Jakub Genci S3 GPostKE T - - - - - 7
35. Zoltan Hanesz S3 GPostKE oj6 - - - - 6
36. Natélia Cesdnkova S2 GPostKE 0 - - - 1 - 1
37. Michaela Borosova S1 GPostKE 0 - - - - - 0

Za podporu a spolupracu dakujeme

STROM - korespondenény matematicky seminér

Cislo 6  M4j 2016 e Letny semester 40. ro¢nika (2015/2016)
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