Cislo 5 Letny semester 42. ro¢nika (2017/2018)

STROM

Korespondenény matematicky seminar

Caute

Iste ste si vsimli, ze s bliziacim sa terminom prvej série zacali do ulic prudit tisice Tudi.
My sme sa vSak nenechali zastrasif a sme radi, ze aj vy ste stihli nieco zratat. Tak sme
to zratali aj my vam a exkluzivne vysledky najdete na konci tohoto ¢asopisu.

Navzdy vasi STROMisti

Posledné volné na miesta TMM

Na nasom jedine¢nom letnom Tabore mladych matematikov st uz len posledné volné miesta. Nevahaj preto, a ak chces stravit
nezabudnutelny tyzden, prihlds sa uz teraz. Tabor sa bude konat 11.-19.8.2018 na Poctuvadle. Pozvanku aj prihlasovanie
najdes na nasej webovej stranke.

1 Opravovala: Janka Baranova I"
®  Pocet riesitelov: 58 T |

Urcte pocet vsetkych neusporiadanych trojic dvojcifernych prirodzenych cisel a, b, ¢, ktorych stcin abc ma zapis, v ktorom
st vsetky cifry rovnaké.

Riesenie:
Pozrime sa na to, ¢o hovori zadanie. Sucin troch 2-cifernych ¢isel mé byt ¢islo s rovnakymi ciframi. Stcin 3 najmensich

2-cifernych ¢isel je 10-10-10 = 1000 a 3 najvacsich je 99 -99 - 99 = 970299, preto prichddzaji do tivahy 4, 5 a 6 ciferné ¢isla
s rovnakymi ciframi (okrem ¢isla 999999 — to uz je velké).

Rozoberme si postupne vSetky moznosti vyslednych cisel.

Zacnime 4-cifernymi ¢islami — jednd sa o ¢isla 1111, 2222, 3333, ..., 9999. VsSetky z nich st delitelné ¢islom 1111, ¢o je
po rozlozeni na prvocisla 11-101. Ziadne z tychto ¢isel nie je mozné rozlozit na sucin troch 2-cifernych ¢isel, kedze prvociselny
rozklad obsahuje ¢islo 101, ¢o je 3-ciferné prvocislo, teda na mensie ¢isla ho uz nerozlozime.

Pozrime sa teraz na 5-ciferné ¢isla — konkrétne 11111, 22222, ..., 99999. Vsetky st delitelné 11111, ktorého prvociselny
rozklad je 41 - 271. Opét mame v prvociselnom rozklade 3-ciferné ¢islo, ktoré dalej na stcin nerozlozime, teda ani ziadne
5-ciferné ¢islo s rovnakymi ciframi sa nedé rozlozit na sucin troch 2-cifernych cisel.

Na zdver ndm ostéva rozobrat 6-ciferné ¢isla — 111111, ..., 888888. Prvodiselny rozklad ¢isla 111111 (¢o je delitel vSetkych
tychto ¢éisel) je 3-7-11-13 - 37 — tu teda nenastdva problém s 3-cifernymi prvociselnymi delitelmi. MoZeme sa pozriet
na ¢islo 111111 (ostatné si jeho ndsobkom) a potom postupne rozobrat zvy$né 6-ciferné ¢isla, pri¢om budeme sa pozerat
na prvociselné rozklady a davat k sebe prvocisla tak, aby sme vytvorili vzdy stc¢in troch 2-cifernych cisel.

111111 = 3-7-11-13 - 37. Cislo 37 nemédzeme dat do stéinu so ziadnym prvoéislom viaésim ako 2, lebo by sme vytvorili
3-ciferné ¢islo, preto 37 je prvé z troch éisel v stcine. Potom ¢islo 13 musime dat dokopy s niektorym z ¢isel, lebo stcin
zvysnych troch je uz ¢islo 3-ciferné), mézeme ho dat dokopy s ¢islom 7 (ako tretie ostane 11-3) alebo s ¢islom 3 (a ako tretie
ostane 11 -7), s ¢islom 11 ho uz dokopy dat nemézeme a ani ziadne 3 z tychto prvocisel nemoézeme spojit do jedného, lebo
by sme dostali vzdy 3-ciferné ¢islo. Preto pri ¢isle 111111 mame tieto 2 moznosti — 37 -91-33 a 37 -39 - 77.

222222 = 2 -111111. Oproti ¢islu 111111 méme v prvociselnom rozklade este ¢islo 2, ktorym moézeme v prvej moznosti
(37 - 91 - 33) prendsobit ¢isla 37 a 33, teda dalSie 2 moZnosti a v druhej moznosti (37 - 39 - 77) ¢isla 37 a 39, teda opét
2 moznosti. Dostavame tak 4 moznosti — 37 -91-66, 37-78-77,74-91-33 a 74-39-77.

333333 = 3 - 111111. Oproti ¢islu 111111 mame v prvociselnom rozklade este ¢islo 3, ktorym moézeme v prvej moznosti
(37 - 91 - 33) prendsobit ¢islo 33, teda 1 moznost, a v druhej moznosti (37 - 39 - 77) ziadne. Teda mdme len 1 moznost —
37-91-99.
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444444 = 22 . 111111. Cislom 4 nemézeme ni¢ prendsobif, ¢islom 2 moézeme v prvej moznosti 37 a 33 a v druhej 37 a 39,
teda obe moznosti pre 111111 maji jednu moznost pre 444444, a to 74-91-66 a 74 - 78 - 77.

555555 = 5-111111. Oproti ¢islu 111111 mame v prvociselnom rozklade este ¢islo 5, ktorym nemdzeme ni¢ prenasobit, aby
sme stéle dostali 2-ciferné ¢islo. Preto ¢islo 555555 nevedie k rieseniu.

666666 = 2-3%-7-11-13-37. Cislom 6 nemo6zeme ni¢ prenasobit, ¢islom 3 mézeme v prvej moznosti jedine 33 a ¢slom
2 jedine 37, teda 1 moznost a v druhej nemdézeme tromi prendsobit ni¢, takze to ndm moznost nedé, dokopy teda 1 nova
moznost 74 - 99 - 91.

777777 = 7-111111. Oproti ¢islu 111111 mame v prvociselnom rozklade este ¢islo 7, ktorym nemdzeme ni¢ prendsobit, aby
sme stale dostali 2-ciferné ¢islo. Preto ¢islo 777777 nevedie k rieseniu.

888888 = 23 - 111111. V Ziadnej moznosti nevieme ni¢ prendsobit ¢islom 4 (teda ani 8), aby sme dostali 2-ciferné &islo
a taktiez nemame 3 éisla, ktoré mézeme prendsobit 2, teda ¢islo 888888 nevedie k rieSeniu.

Dokopy sme dostali 24+4+4+1+2+04+ 1+ 0+ 0 = 10 moznosti.

Komentar: Takmer kazdy, kto sa do tulohy pustil, sa dopatral k spravnemu rieSeniu. Body som strhavala najma
za neoddvodnenie, Ze uvedené moznosti (alebo len ich pocet) si naozaj vSetky. Vzhladom k tomu, Ze je to prva tloha,
tak naozaj bolo potrebné vysvetlit, ako skisate, a Ze ste na Ziadnu moznost nezabudli (akurdt v tejto tWohe to bolo lahké
zabudnit :)).

2 Opravovali: Dano Ondus, Mato Spisak I
®  Pocet riesitelov: 45 N _u..als
Kolkymi spésobmi je mozné ofarbit ¢isla 1,2, ..., n ¢ervenou, zelenou a modrou farbou tak, ze parne ¢isla nie s zelené a Zi-

adne dve susedné c¢isla nemaju rovnaku farbu?

Riesenie:

Uvazujme parne n. Pre n = 2 existuji 4 moznosti ofarbenia — ¢ervend a modrd, zelend a ¢ervend, zelena a modra, modra
a Cervend. Ak mame rad n Céisel (kde n je parne) a priddme dalsiu dvojicu, vzdy dostanene 3 nové moznosti pre kazdi
z moznosti pre n ¢isel — ak bolo n-té ¢islo modré, tak novi dvojicu ofarbime bud ¢erveno a modro, zeleno a ¢erveno alebo
zeleno a modro a ak bolo n-té cislo cervené, tak pridant dvojicu ofarbime bud modro a ¢erveno, zeleno a c¢erveno, alebo

zeleno a modro. Z toho dostdvame vztah pre pocet moznosti ofarbenia n &isel ako 4 - 3(=2)/2 (k prvej dvojici priddme
(n —2)/2 dvojic).

Pre nepérne n plati, Ze najprv prvych n — 1 &sel ofarbime niektorou z 4 - 3(*=1=2)/2 moznosti a na ofarbenie posledného
n-tého ¢isla tak budeme mat 2 moznosti, ako ho ofarbit (lebo na nepdrnom mieste nie je ziadna podmienka okrem tej, ze dve
rovnaké farby po sebe nemozu nasledovat), preto po¢et moznosti ofarbenia pre neparne n bude 2.4.3((n=1)=2)/2 — g.3(n=3)/2,
Nakoniec si este je potrebné vsimnut, ze tento vzorec plati len pre n > 3, preto este v Specifickom pripade n = 1 zistime,
Ze existuju 3 moznosti ofarbenia.

Iné riesenie:

Pozrieme sa na poéty moznosti s poslednym éislom v rade ofarbenym na Gerveno, zeleno a modro, preto nech C(n), Z(n),
M(n) st postupne pocty moznosti ofarbenia ¢iselného radu také, Ze posledné ¢&islo radu bude ¢ervené, zelené a modré. Kvoli
podmienke o réznosti po sebe idicich ¢isel vieme, ze ak pre n éisel madme pocty moznosti pre jednotlivé farby C(n), Z(n)
a M(n), tak pre n+ 1 &sel vieme Gervenou ofarbit vietky &isla nasledujiice po modryrch a zelenych &islach, a teda C(n+41) =
Z(n)+M(n). Analogicky plati, ze Z(n + 1) = C(n)+M(n) a M(n + 1) = C(n)+Z(n). Vynimkou je pripad, ked n je neparne,
vtedy Z(n + 1) = 0 (lebo na padrnom mieste nemoéze byt zelené ¢islo).

Dalej je potrebné uvedomit si, ze pre Iubovolné n plati, ze C(n) = M(n). To plati preto, lebo C(1) = M(1) = 1 a ak plati
vztah C(n) = M(n), tak z uz popisanjch vztahov plati C(n+41) = Z(n)+M(n) = C(n)+Z(n) =M(n+1). Odtial dostavame,
ze vseobecne pre n = 2k plati, ze ak pocty moznosti pre posledné ¢islo ofarbené ¢ervenou, zelenou a modrou si postupne p,
0, p, tak pomocou uz odvodenych vztahov dostaneme pocty pre n + 1 rovné postupne p, 2p, p a pre n + 2 budt postupne
3p, 0, 3p. Tu vidime, Ze pridanim dalsieho ¢isla za rad s parnym poctom ¢isel sa ndm celkovy pocet moznosti ofarbenia
zdvojndsobi, a pridanim dvojice &sel za rad s dizkou aspoii 2 sa ndm podet moznosti strojndsobi. PretoZe pre n = 1 mame
3 moZnosti a pre n = 2 existuji 4 (toto zistime napriklad vypisanim), tak pocet moznosti pre padrne n mozeme vyjadrit ako
4.3(n=2)/2 3 pocet moznosti pre neparne n > 3 vyjadrime ako 2 -4 . 3((n=1)=2)/2 — g . 3(n=3)/2,

Komentar: Tesi nds, ze vacSina z riesitelov tejto tlohy zvladla tUplne vyuzit koncept popisany v prvom alebo druhom
vzordku. Body sme strhavali v pripadoch, ked v castiach riesenia nebol postup dplne vysvetleny alebo za chyby v odvo-
denych vzorcoch. NajcastejSou chybou v rieseni, ktora sa opakovala u viacerych z vas, bola chyba v postupe dokazovania
niektorého z krokov, ktora spocivala vo vyuziti iba poznatkov zistenych z niekolkych konkrétnych pripadov. Vyvodzovat
zavery z tabuliek alebo nakresov nie je vac¢sinou spravny postup, a tak ddkazy pomocou tabulieck nemézeme povazovat
za korektné prave kvoli nedostatocnej vSeobecnosti.

http://seminar.strom.sk


http://seminar.strom.sk

STROM 3 2017/2018

3 Opravovali: Zanetka SemaniSinovi, Kubo Gené&i I
® Pocet riesitelov: 35 I [

Kedze Matusova fenka Bodka je leniva chodit od jedného stromu k druhému, tak jej Matus postavil systém minivlacikov.
Medzi kazdymi dvoma stromami v parku jazdi minivlacik prave v jednom smere. Bodka sa rozhodla, ze si vyplni ¢as tym, ze
si vyberie nejaky prvy strom a potom sa prevezie minivlac¢ikmi tak, ze kazdy strom navstivi prave raz (a medzi stromami sa
bude pohybovat len pomocou minivlicikov). Dokézte, Ze si tak Bodka vie vybrat bez ohladu na to, ako Matts minivlaciky
postavil.

Riesenie:
Dokaz urobime pomocou matematickej indukcie. Je zrejmé, ze ak mame iba 1 alebo 2 stromy, tak tloha ma riesenie. No ¢o

ak méme vyssi pocet stromov? V takom pripade predpokladajme, ze tiloha ma riesenie pre n stromov a my dokdzeme, ze
ho mé aj pre n + 1 stromov.

Kedze vieme, Ze pre n stromov ma uloha riesenie, tak si ich pomyselne usporiadajme do radu v takom poradi, v akom ich
navstivime (zdroven ich takto aj oé¢islujeme ¢islami od 1 do n). Posledny strom si dajme niekde bokom, ozna¢me ho ¢islom
n + 1. Pozrime sa na vlIacik, ktory jazdi medzi stromom 1 a n + 1. Ak zac¢ina v strome n + 1, tak tento strom navstivime
ako prvy a potom prejdeme stromy 1 az n. Ak vSak zacina v strome 1, tak sa ndm situdcia trochu komplikuje. My sa
vsak mozeme rozhodnit podla vlacika medzi stromami 2 a n + 1. Ak ten zaCina v strome n + 1, tak méme po probléme
(prejdeme vla¢ikom od stromu 1 do stromu n + 1 a odtial do stromu 2). Ak vSak ide vlacik opaénym smerom, tak nevieme
zatial povedat, ¢i mé tloha riesenie.

Vidime, ze problém nastava, ak idi vsetky cesty do stromu n-+1. Zoberme si preto najmensie k také, ze vlacik ide od stromu
n+1 do k. Ak také k existuje, tak sme hotovi, kedze mame vlacik z k — 1 do n+ 1 a nésledne z n + 1 do k. Ak neexistuje,
znamend to, ze vlacik ide z n do n + 1, ¢ize strom n 4+ 1 navstivime ako posledny. Dospeli sme k tomu, Ze hladana cesta na
n + 1 stromoch vzdy existuje, ¢im je dokaz matematickou indukciou hotovy.

Iné riesenie:

Ulohu budeme opit dokazovat matematickou indukciou. Oznaéme pocet stromov v parku n. Najprv si rozmyslime, 7e
pre n = 1, popripade n = 2, si Bodka vie vybrat pociato¢ny strom, tak, aby sa vedela previezt medzi vsetkymi stromami
podla zadania. Dalej budeme postupovat tak, ze predpokladame, 7ze dokazované tvrdenie zo zadania plati pre vietky poéty
stromov, ktoré si nanajvys n (pre nejaké n prirodzené). UkdZeme, Ze z tohto predpokladu plynie tvrdenie aj pre n + 1
stromov, ¢im bude dokaz matematickou indukciou hotovy.

Majme n+1 stromov v parku, vyberme si jeden z nich a ozna¢me ho S. Ostatné stromy tak mozeme rozdelit do dvoch skupin.
Prva skupina bude obsahovat stromy, z ktorych vedie minivlac¢ik do S, a druha tie, do ktorych vedie minivlacik z S. Tieto
dve skupiny podla zadania nemaju prienik a obsahuji vSetky stromy (okrem S). Zédroven podla indukéného predpokladu
(kazda skupina obsahuje najviac n stromov) vieme v oboch skupindch néjst cestu, ktorou sa da previezt medzi vSetkymi
stromami v skupine a kazdym prejst prave raz. KedZze z koncového vrcholu cesty v prvej skupine sa d4 minivlacikom previezt
do stromu S a zo stromu S sa da previezt do pociatoéného vrcholu cesty v druhej skupine, spojenim oboch ciest cez strom
S dostaneme hladant cestu medzi tymito n + 1 stromami.

Komentar: Vicsina z vas bez problémov uchopila myslienku prvého vzorového riesenia. Bodové rozdiely potom zapric¢inili
predovsetkym schopnost spravne skonstruovat matematicki indukciu a odévodnenie existencie dvoch po sebe idicich stromu
vla¢ikmi do vybraného vrcholu. Za obe veci sme mierne strhavali body, kedze sa jednalo o zasadné casti postupu. Princip
pouzity v druhom vzorovom rieseni sa vo vasich rieseniach nevyskytol vela krat, no urcite sa vam moze este hodif. Nakoniec,
nezabudajte na to, ze pokial riesite nejaka tlohu pomocou algoritmu ¢i konstrukcie, je nutné si rozmysliet, ¢i ta konstrukcia
urc¢ite nezlyhd (vzdy sa dd urobit dalsi krok) a ako dopadne.

4 Opravovali: Kristin Mislanova, Roman Stano I
®  Pocet riesitelov: 34 .ae-- e

Nech a,b,c > —1 st také redlne &isla, Ze a® + b3 + ¢ = 1. Dokézte, ze a + b+ c+ a® + b2 4+ c? < 4.
Riesenie:

Najprv dokézeme pomocné tvrdenie, ktoré este budeme vyuzivat.

Tvrdenie: Vo > —1: 224+ < 2% + 1.

Dékaz: Stvorec redlneho ¢isla je vzdy nezéaporny. Pre z > —1 je navyse aj viraz (z-+1) nezdporny. Stcin dvoch nezépornych
¢isel je opit nezdporné ¢islo. Pre x > —1 preto plati: 0 < (z—1)2-(z+1). Pravi stranu nerovnosti rozndsobime a dostdvame
0 < a®— 22 — 2+ 1. Ak ku obom strandm pripoc¢itame vyraz 22 + x, dostdvame z? + 2 < 23 + 1, ¢o sme v tomto tvrdeni
chceli dokézaf.

strom@strom.sk
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Zapisme teraz pomocné tvrdenie zvlast pre kazda z neznamych a,b,c > —1. Dostdvame tri nezavislé nerovnosti:

a?+a<a®+1,
b2 4+b<b341,
62+c§c3+1.

Suctom tychto nerovnosti dostavame

Adt+a+b+b+P+e<al+1+0+1++1 (%)

Ostéva uplatnit vazbu zo zadania a vyuzit, Ze a, b, ¢ spiﬁajﬁ: a® + b3 + ¢3 = 1. Dosadenim do pravej strany (%) dostdvame
nerovnost zo zadania, ¢im je dokaz hotovy.

Komentar: Mnohi z vds rovnicu zo zadania tipravami previedli na tvar (3 ), kde si uz v8imli, Ze stac¢i dokdzat nase pomocné
tvrdenie — vasSe rieSenia vlastne vyzerali ako nase, ale zac¢inali na opacnom konci. To vsak nie je dokaz. Takymto postupom
totiz predpokladéate platnost dokazovaného tvrdenia a aj ked sa dostanete k nieCcomu, ¢o plati, prvotné tvrdenie este nie
je dokdzané. Tato forméalna chyba sa dd Tahko odstranit napriklad tym, Ze budete pouzivat (a aj to spomeniete!) len
ekvivalentné ipravy nerovnosti. V takom pripade je ,opacny smer rieSenia“ rovnako spravny.

5 Opravovali: Martin Masrna, Peto Kovacs I
®  Pocet riesitelov: 40 bl

Dany je stvorec ABC'D. Néjdite mnozinu vSetkych bodov P takych, Ze existuje rovnoramenny pravouhly trojuholnik APQ
s pravym uhlom pri vrchole P a bod @ lezi na strane C'D.

Riesenie: wvyuzivajice analytickid geometriu

Umiestnime bod A do podiatku kartezidnskej stiradnicovej ststavy: A[0, 0] a ozna¢me dizku strany $tvorca a. Zvy$né vr-
choly stvorca potom maji stiradnice Bla,0], C[0, a] a D[a, a]. Ozna¢me stradnice bodu @ ako Q[q, a], pricom ¢ € (0, a).
Stred usecky AQ oznadme ako X, pricom jeho stradnice si X[q/2, a/2]. Smerovy vektor priamky AQ nech je X[q/2, a/2].

Kolmica na tsecku AQ v bode X bude zaroven faznicou a vyskou trojuholnika AQ P, pretoze ide o rovnoramenny trojuholnik.
Podla Télesovej vety vieme, Ze |AX| = | X P|. Bod P teda ndjdeme tak, Ze posunieme bod X o vektor, ktory ma rovnaki
dlzku ako AX a je kolmy na AQ. Také vektory st dva: [—a/2, ¢/2] a [a/2, —q/2]. Po pri¢itani vektoru k siradniciam bodu
X teda dostaneme mozné siradnice bodu P: [(¢ —a)/2, (¢+a)/2] a [(¢ + a)/2, (a — q)/2]. Hladand mnoZina bodov je teda

[(g—a)/2, (¢+a)/2]U[(qg+a)/2, (a —q)/2], kde ¢ € (0, a) a a je dlzka strany Stvorca.
Q c

Iné riesenie: vyuzivajice klasickd geometriu "
Pre zvoleny bod @ ndjdeme bod P ako prieseénik osi tsecky AQ (kedze ide
o rovnoramenny trojuholnik) a Télesovej kruznice nad useckou AQ (kedZe ide
o pravouhly trojuholnik). Tieto prieseéniky budi pre kazdé @ préve dva. Kazdy
z nich bude lezat v jednej polrovine vzhladom na tusecku AQ. Tieto body budu

navyse stmerné podla stredu tsecky AQ.

VyrieSme najprv ,krajné pripady“: Q@ = C a @ = D. Pre Q = C oznacme dva
mozné body P ako P; a P,. VSimnime si, ze P, = D a P, = B. Ak Q = D, tak
s podobnym znac¢enim mame P, = S, kde S je stred stvorca ABCD a P, = X,

kde X je bod stmerny s bodom S podla AD. A B

Teraz dokazeme, Ze riesenim ulohy je zjednotenie tuseciek BS a DX. Potrebujeme ukazat, ze pre kazdé zvolené Q lezia
prislusné P; a P, na BS U DX a tiez to, ze pre kazdy bod zjednotenia lezi prislusné @ na CD. Samotny dékaz vykoname
len pre tsecku DX. Dokaz pre BS je analogicky.

D Q c

0

Vezmime si lubovolny bod P leziaci na tsecke DX. Zostrojme tusecku AP
a kolmicu na tuto tsecku v bode P. Priese¢nik kolmice s C'D oznacme Q.
Kolmica sa so stranou C'D urcite pretne, kedze |[<APD| > 90°(teda Q lezi na
polpriamke DC) a |<APC| < 90° (teda Q lezi na polpriamke CD). Kedze
|<APQ| = 90° = |<ADQ)|, tak Stvoruholnik APDQ je tetivovy. Potom
|<PDA| = 45° = |<PQA| (obvodové uhly nad tetivou PA). Dodame, ze
|<<PDA| = 45° preto, ze DX je osovo simerné s DS podla DA a |[<ADS| = 45°,
kedze priamka DS je uhlopriecka Stvorca ABCD. Z toho, Ze |[<PQA| = 45° vy-
plyva ze, trojuholnik PAQ je nielen pravouhly, ale aj rovnoramenny. Pre kazdé
P na DX teda existuje @ na strane CD. A °B

Ostéva ukézat, ze pre kazdy bod @ lezi bod P na DX. Vezmime si lubovolny bod @ na strane C'D. Stred AQ oznac¢me
Y. Y urdite lezi na priamke X .S, kedze ide o strednu priecku trojuholnika ADQ. Teraz urobme kolmicu na AQ z bodu Y
a jej prieseénik s usetkou DX ozna¢me P. Tento prieseénik bude vzdy existovat, kedZze |<AY D| > 90° a |<AY X| < 90°.
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Trojuholnik AQP je rovnoramenny, kedze jeho vyska je zaroven taznicou na zakladnu. Musime teda ukazatf, Ze je aj
pravouhly. Ak sa pozrieme na uhly AY P a AX D, vidime, Ze st oba pravé. A teda Stvoruholnik AXPY je tetivovy. To
znamend, ze |<DXY| = 45° aj |[<PAY| = 45° | lebo ide o obvodové uhly nad tetivou AP. A kedZe ide o rovnoramenny
trojuholnik a velkost uhla pri zdkladni je 45°, trojuholnik APQ je aj pravouhly.

Dokaz pre prva polrovinu je hotovy, pre druht polrovinu bude skoro uplne rovnaky. Riesenim tlohy je teda zjednotenie
useciek DX a BS.

Iné riesenie: wvyuzivajice rovnolahlost

Viimnime si, 7e tsecka AP zviera s tsetkou AQ vzdy uhol 45°. Dalej sa pozrime na vztah dizok |[AP| a |AQ|. Kedze sa
jedna o rovnoramenny pravouhly trojuholnik s preponou dizky |AQ| a odvesnou dlzky |AP|, tak z Pytagorovej vety vieme
|AQ| = V2|AP|. Vdaka tymto informacidm vieme bod @ zobrazit do bodu P zlozenim otocenia o 45° okolo A a rovnolahlosti
so stredom A a pomerom podobnosti 1/4/2. Pomenujme toto zobrazenie X = H(A, 1/v/2) o R(A, 45°). Vyslednti mnozinu
bodov P potom dostaneme ako zobrazenie mnoziny bodov Q, teda tsecky C'D, pomocou zobrazenia X. Usetka C'D sa
zobrazi prave do dvoch tseciek (zélezi na smere otdc¢ania) rovnako ako v predoslom rieSeni.

Komentar: Najvac¢sim problémom v tilohe bolo, Ze niektorym sa sice podarilo ukéazat, ze bod P musi lezat na spominanych
useckach, lenze z toho este nevyplyva, ze celd tsecka je mnozina bodov P. Bolo potrebné overit, Ze naozaj kazdy bod
na tychto tseckach by mohol byt bodom P.

6 Opravoval: Mato Vodicka I
®  Pocet riesitelov: 10 TRART

V rovine je niekolko priamok, pricom ziadne tri neprechadzaji jednym bodom a Ziadne dve nie st rovnobezné. Tieto priamky
rozdelia rovinu na niekolko oblasti. Dokazte, ze mozeme dat do kazdej oblasti kladné ¢islo tak, aby pre kazda priamku
platilo, zZe stcet cisel v oblastiach na jednej strane priamky je rovnaky ako sucet ¢isel v oblastiach na druhej strane.

Riesenie:
Ulohu budeme riesit indukciou vzhladom na pocet priamok. Ak je v rovine jedna priamka je to trividlne - ddme na obe

Casti rovnaké ¢islo. (Formadlne aj nula priamok je niekolko, takZe by sme to mali vyriesit aj pre tento pripad, ale vtedy je to
este trividlnejsie.) Tym mdame urobeny prvy indukény krok.

Teraz predpokladajme, ze to plati pre fTubovoIni konfiguraciu n priamok a sktisme dokazat, ze to plati aj pre n+ 1 priamok.
Méame teda v rovine n + 1 priamok a na chvilu jednu z nich odignorujme a ozna¢me ju p. BUNV! p je zvisld priamka (to
len, aby sa ndm lepsie vyjadrovalo). Bez p méme len n priamok, a preto mézeme podla indukéného predpokladu umiestnit
do kazdej casti roviny jedno kladné cislo tak, aby bola splnend podmienka o sti¢toch ¢isel na strandch priamok.
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Teraz tam vratme p. Co sa stalo s oblastami? No niektoré sa rozdelili na 2 ¢asti (tie, ktorymi prechddza p) a s niektorymi
sa ni¢ nestalo. My potrebujeme vSade vpisat nejaké ¢islo a urobime to jednoducho. V tych oblastiach, ktoré p nepretala
nechame povodné ¢islo. A v kazdej oblasti, ktoru p pretala, vydelime pévodné ¢islo 2, a toto ddme do oboch novych oblasti.
Teraz mame vSade kladné ¢islo. Navyse, ak si zoberieme priamku réznu od p, tak stcty cisel v oblastiach na oboch stranach
tejto priamky st rovnaké, pretoze boli rovnaké pred pridanim p a nasou konstrukciou sme ich nezmenili.

Potrebujeme preto len vyrovnat sic¢ty na stranidch p. Oznacme L stcet Cisel v oblastiach na Tavej strane p a R sucet
v oblastiach na pravej strane. Ak L = R, tak sme vyhrali. Prepokladajme BUNV, ze L > R.

Pozrime sa na priese¢niky p s ostatnymi priamkami a ozna¢me A ten najvyssi a B ten najnizsi (dno, v pripade n = 1 mame
A = B). Pre lepsie znacenie ozna¢me X bod na p nad bodom A a Y bod na p pod bodom B. Oznacme oblast, ktorej lavd

hranica je polpriamka H ako O; a oblast, ktorej lava hranica je polpriamka ﬁk ako O,. Co urobime je to, ze k &islu
v kazdej z tychto oblasti priddme (L — R)/2. Potom urcite plati, Zze stfet ¢isel na oboch stranch p je rovnaky.

Ibez ujmy na vseobecnosti
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Ak si zoberieme Tubovolni priamku ¢ # p, tak oblasti O; a Oy st na roznych stranich tejto priamky, pretoze g pretina p
niekde medzi bodmi A, B (vratane). A z toho vyplyva, Ze polpriamky /ﬁz a B—>Y st na roznych stranach tejto priamky,
a teda aj oblasti O7 a O3. To znamend, ze tym, Ze sme do oboch pridali rovnaké ¢isla, sme priamku g nepokazili - stcet
¢isel na oboch jej stranach je stéle rovnaky.

To znamena, ze teraz je sicet ¢isel na oboch stranach lubovolnej priamky rovnaky, ¢o je to ¢o sme chceli. Tym je dokaz
indukciou ukonéeny.

Komentar: Do riesenia tejto tilohy sa pustilo malo z vas. To je skoda, pretoze podla mna nebola az tak fazka a aj medzi
tymi mélo rieSeniami bolo viac postupov, ako sa to dalo vyriesit. Netreba sa bat tlohy len preto, ze ma ¢islo 6. Okrem toho
by som dodal, Ze si davajte pozor, ked tvrdite, Ze je nieco jasné, lebo to, Ze to tak vyzera na vasom obrazku alebo to plati,
pre 3 priamky neznamend, Ze to nutne plat{ aj vSeobecne :)

Autori vzorovych rieseni: Toméas Babej, Zaneta Semanisinova, Kristina Mislanova, Roman Stano, Daniel Ondus, Martin
Vodicka, Jakub Gen¢i

http://seminar.strom.sk


http://seminar.strom.sk

STROM 7 2017/2018

Zadania uloh letného semestra 42. rocnika

Nezabudni si vytvorit &i aktualizovat profil na https://seminar.strom. sk.

Druha séria

2 Termin odoslania rieSeni: 7 5. 2018

1.

Najdite vietky prirodzené ¢isla n také, ze vetky tri ¢isla 2n2 + 1, 3n? 4+ 1 a 6n% + 1 st druhymi mocninami celjch &isel.

. Nech st redlne ¢isla také, Ze rovnica 2 4+ px + g = 0 mé tri rézne redlne rieSenia. Dokézte, Ze potom plati p < 0.
D, q )

. Vodka a Tomaésko hraju hru na planiku 2018 x 2. Obaja maju 2 x 1 domino bloky, ktoré postupne po jednom pokladaja

na plénik (v tahoch sa striedaji a hra¢ musi v tahu poloZit blok na plan). Tomdasko zadina a méze pokladat bloky len
v horizontdlnom smere (ten, v ktorom mé planik rozmer 2018). Vodka moze pokladat bloky len vo vertikdlnom smere.
Hrac, ktory nevie spravit tah, prehrava. Zistite, pre ktorého z hracov existuje vyherna stratégia.

Kruznica so stredom v bode I je vpisand do Stvoruholnika ABCD. Polpriamky BA a CD sa pretinaju v bode P,
polpriamky AD a BC sa pretinaji v bode Q). Za predpokladu, ze P lezi na kruznici opisanej trojuholniku AIC dokéazte,
ze @ tiez lezi na tejto kruznici.

. Néjdite najmensie prvocislo, ktoré sa nedd zapisat v tvare 2% — 3°|, kde a, b sti nezdporné celé éisla.

N§jdite vSetky funkcie f : (0, +00) — (0, +00), ktoré vyhovuju sti¢asne nasledujicim trom podmienkam:
1. pre lubovolné nezdporné redlne Cisla x, y také, ze x +y > 0, plati rovnost f(x - f(v)) - f(y) = f(ay/(z + 1)),
2. f(1) =0,

3. f(z) > 0 pre Tubovolné = > 1.

Poradie po 1. sérii Letného semestra 42. roc¢nika

P. Meno a priezvisko | Kat. Skola 1. 2. 3. 4. 5. 6.|H|CS

1. -2. Samuel Krajci S3 GAIggKE |9 9 7 9 9 9|0 | 52
Norbert Michel S1 GPostKE | 9 9 9 9 7 - 10| 52

3. - 4. Matej Hanus S2 GPostKE | 9 9 9 9 4 6|0 | 48
Patrik Palovéik S2 GPoStKE | 9 9 9 9 - 6|0 48

5. Matas Masrna 79 ZKrodKE | 7 9 9 9 4 - | 0| 47

6. Tom4&s Krupa S2 GPostKE | 7 9 6 9 - 80| 45

7. Lukas Géaborik S1 GJGTBB |8 9 - 9 9 0| 44

8. -9. Lujza Milotova S1 GPostKE | 8 9 9 7 1 - |0 | 43
Timea Szollésova S2 GAMCA 9 8 9 7 5 - |0/ 43

10. Filip Csonka S3 GAlgjKE |9 9 9 5 9 - 10|41
11. Dorota Porubska S2 GLSto6BJ 8 9 - 9 4 4]0 38
12. - 15. | Viktoria Brezinova S3 GAlggKE |9 9 9 - 9 - |0 36
Martin Stevko S3 | GAIGKE |9 0 9 9 9 - 0] 36

Tom4&s Chovancak S2 GPostKE | 7 9 9 7 - 2101 36

Jan Richnavsky S1 GPostKE | 9 9 9 - - - 101 36

16. Lenka Hake S1 GAlgjKE | 8 9 8 - - - 10| 34
17. - 20. Martin Mih&lik S3 GAlggKE |8 9 7 - 9 - |0 33
Branislav Pastula S2 GPostKE |9 5 5 6 4 -] 0| 33

Alex Blandén S1 GPostKE | 8 4 6 - 7 - 101 33

Roberta Jurikova S3 GVBNPD |9 9 9 3 3 - 1]0] 33

21. - 23. Radovan Lascsak S2 GPostKE | 6 9 8 9 0 - ]0] 32
Ela Vojtkova 79 GAMCA 9 8 6 - 0 - |0/ 32

Michal Farnbauer S1 GAMCA 8 9 6 - - -101] 32

24. - 29. Michal Masrna S2 GPoStKE |9 8 9 - 5 - 10| 31
Benjamin Mravec S2 GPostKE | 6 7 9 9 0 - ]0]| 31

Jakub Pravda S2 | SpMNDaG |7 9 6 9 0 -0/ 31

Stefania Glevitzkd | S3 | GVBNPD | 7 9 4 8 3 - |0 31

Timea Jakubécyova | S1 | BGMHSuwe | 9 9 - - 4 - | 0] 31
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P. Meno a priezvisko Kat. Skola 1. 2. 3. 4. 5. 6.|H|CS
Zuzka Pracharova S1 GPostKE | 6 7 - 9 0 - |[0] 31

30. Michaela Rusnakova S1 GAlggKE | 8 7 2 - 5 - [0 30
31. Matej Mosko S3 GAMCA 8 8 - 9 4 - 10129
32. Nicol Krskova S1 GPoStKE |7 - 3 9 - - ]10| 28
33. - 34. | Gabriela Genciova S1 GPoStKE | 8 9 - - 00| 26
Martin Starovi¢ S2 SpMNDaG [ 8 9 - 9 - - |10 26

35. - 38. Klara Hricova S1 GPoStKE |7 6 4 - 1 - 10| 25
David Slosar S1 GPoStKE |7 - - 9 - - 10| 25

Adam Mackanic S1 GPostKE | 7 - - 9 - - 10125

Nadiya Balanchuk S1 BGMHSuwe | 7 - 7 - 4 - 10| 25

39. - 42. Frederik Ténai S1 GKatkKE | 7 3 - - 7 - 10| 24
Martin Albert Gbur S2 GPoStKE | 6 7 2 9 0 0] 0| 24

Matej Tarca S2 GPostKE |8 7 9 - - - 10| 24

Miroslav Molnar S1 GAMCA 9 - 6 - - 10| 24

43. Samuel Novak S2 GPostKE |9 - - 9 5 - 10| 23
44. - 45. Michal Vorobel S1 GJARPO | 9 - - 1 -]10] 19
Tomas Ganz S2 | SpMNDaG | 8 9 2 - - - |0/ 19

46. - 47. Adriana Kuckova S1 GPostKE | 6 - - 6 - - |0 18
Matis Gindl S1 GPostKE | 7 - - 4 - - 10| 18

48. - 49. Martin Micko S2 8 - 9 - - - |0 17
Livia Cerestiova S1 SpMNDaG | 8 0 - - 0 1|0/ 17

50. Martin Andricik S1 GPostKE - 6 1 0 3 - |0]16
51. Bianka Simkovd S1 GPostKE 7T - - - - -1 0] 14
52. Miriam Magociova S2 GPosStKE | 6 - - 6 - - [0 | 12
53. - b4. Erik Berta S3 GAlggKE |8 3 - - - - 10|11
Jakub Farbula S1 GAlgjKE |4 3 - - - - 10|11

55. Dusan Oberta S2 GSkolSN 8 - - - 0 -0/ 8
56. Michaela Masérova | S3 SOS 3 - - 2 0 -1]0/|5
57. - 58. Adam Janeka S1 SOS 2 - - - - -]0] 4
Natalia Pohorelcova S3 SOS 2 0 - 2 0 -1]0 4

59. Déavid Gacko None | 0 1
60. - 64. Juraj Vlasic S2 GAEmmBA | - 0 - 0 0 O0|O0] O
Kristian Paluch S1 GPostKE -0 - 0 - 0 0

Alexander Tichy S1 SOS - - - - 0 -10] 0

Lucia Podlucka S3 SOS - - - - 0 -10 0

Martin Kebisek S1 SOS - - - - 0 -]01]0O
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