Cislo 3 Zimny semester 45. ro¢nika (2020,/2021)

STROM

KoreSpondenény matematicky seminar

Ahoj!

Je tu d'ali asopis STROMu, ktory prindsa vzorové rieSenia druhej série. Zial, aj napriek tomu, Ze je poslednym v semestri,
pozvanky na sustredenie s nim neprichadzaja. Situacia je aj nadalej komplikovana, preto sme usidili, Ze je bezpecnejsie
v zime ststredenia neorganizovat. Je v8ak moZné, Ze sa situacia v priebehu Skolského roka zlepsi. V takom pripade sa nemusis
bat (ak si sa dostal medzi najlepsich) — informécie o pripadnom suastredeni sa k Tebe urcite dostant. Avsak, nenechavame
to len tak — v Case zimnych ststredeni sa predsa len niefo bude diat. Bude to pravdepodobne na ¢iare (online) a bude to
zaujimavé. Tak nezabudni sledovat novinky na stranke, tam sa dozvies vSetko potrebné.

STROMACI

1 Opravovali: Mato Gbiir a Peto Kovacs I
¢ Pocet rieSeni: 38 - mm-m

Mihal méa vahu, na ktord dava kladné celé ¢isla. Na zac¢iatku méa na kazdej strane nejaké kladné celé ¢islo. V kazdom kroku
zvoli dalgie kladné celé ¢islo, ktoré pripoéita k &slu na lavej strane a ktorym vynésobi ¢islo na pravej strane. Mihél je
§tastny, ak st po nejakom pocte krokov obe &isla rovnaké. Ukazte, Ze ak je na zaiatku na pravej strane vahy ¢islo a > 2,

tak vie Mihal dosiahnut rovnost éisel vykonanim nanajvys a — 1 krokov.

Riesenie

Ozna¢me ¢&islo na Tavej strane vahy ako b. Potom vieme rozobrat tri pripady podla toho, ¢i je a mensie, rovné alebo vicsie
ako b.

V pripade b = a, m4 tuloha trivialne rieSenie, kedZe rovnost uz nastala a Mihal je spokojny.

Ak b < a, vieme rovnost dosiahnut tak, Ze budeme k Tavej strane pripoc¢itavat jednotku a pravi nasobit jednotkou. Hodnota
na pravej strane sa tym padom nezmeni a na lavej strane sa po a — b krokoch objavi ¢islo a a nastane rovnost. Nakol'ko b je
asponi 1, najvac¢si mozny pocet krokov, ktorymi touto metdédou urcite uspokojime Mihéla je a — 1.

Teraz rozoberme moZnost b > a. Nech k je najmensie prirodzené ¢islo také, aby b+ k < a - k. Ako prvy krok pripocitajme
toto ¢islo na lava stranu a vynasobme nim prava stranu. Ak sa Tava strana rovna pravej, tak je Mihal spokojny. Ak je
lava strana mensia ako pravi, modzeme odteraz pokracovat podobne ako v pripade a > b. Na Tavi stranu budeme pridavat
1 a pravi nasobit jednotkou dokym nenastane rovnost. Potrebujeme uZ len overit, ¢ vieme rovnost vzdy dosiahnut za nie
viac ako a — 2 krokov, inymi slovami ¢&i je rozdiel ak a b+ k rovny alebo mensi ako a — 2.

Poktsime sa ukézat, Ze pre ¢isla splhajice predchadzajice podmienky plati ak — (b + k) < a — 2. Spomefime si, Ze k bolo
najmensie ¢islo také, aby l'ava strana bola mensia alebo rovnéa pravej. Teda pre k — 1 to uz platit nebude. To znamen4, Ze ak
by sme miesto k na lavi stranu pripoéitali k — 1 a pravi tymto ¢islom vynésobili, platila by nerovnost b+k—1 > a-(k—1).
Tuto rovnicu d'alej upravujme:

b+k—1>a-(k—1)
b+k—1>ak—a
a—1>ak—(b+k)

Zistili sme, Ze rozdiel ak a b+ k je mensi ako a — 1, ¢iZe nie je vaC¢Si ako a — 2. Ukazali sme, Ze aj v tomto pripade vieme
Mihéla uspokojit najviac a — 1 krokmi.
Komentar

Takmer vSetkym rieSitelom sa podarilo dlohu vyriesit spravne. Body sme zvycajne boli nuteni stiahnut za nedostato¢né
dokazanie krokov v rieSeni.
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Opravovali: Kubo Genéi a Timka Szollgsova I
¢ Pocet rieSeni: 26 e _n_a_ull

Najdite najmensie realne ¢islo p, pre ktoré pre l'ubovolnu dvojicu kladnych realnych ¢&isel a, b plati
a+b—pVvab < Va2 + b2,
RiesSenie
KedZe nerovnost méa platit pre vsetky realne a, b, dosadme sia =b = 1.
1+41—-pv1-1</12412
2-p<V2
2-V2<p

Vidime, 7e pre a = b = 1 je p najmenej 2 — /2, &ize aj najmensie p, pre ktoré plati nerovnost, neméze byt mensie. Ukazme si
teraz, ze p = 2 — /2 je vyhovujtice pre vietky a, b, a teda je to skuto¢ne najmensie p vyhovujice zadaniu. Predpokladajme
spor:

a+b—(2—V2)Vab> Va2 + b2
a+b—2vVab+V2ab > /a2 + b2
a+b+vV2ab> a2+ b2+ 2vVab

Vsimnime si, 7e obe strany st kladné, kedZe a aj b st kladné, a teda vSetky ¢leny nerovnosti st kladné. Z toho plynie,
Ze nerovnost mozeme umocnit na druhu.

a® + 2ab + b + 2(a + b)V2ab + 2ab > a® + b + 4v/a? + b2V ab + 4ab
2(a + b)V2ab > 4v/a? + b2V ab
(a+b)V2ab > 2v/a2 + b2Vab

Uvedomme si, ze obe strany nerovnosti st kladné, rovnako ako minule, a zaroven aj v/2ab je kladné, teda po predeleni tymto
vyrazom sa to nezmeni a stdle budeme moct nerovnost umocnit.

(a+b)V2 > 2v/a? + b2
2a% + 4ab + 2b% > 4a” + 4b*
4ab > 2a* + 2b*

0 > 2a* — 4ab + 2b*

0 > 2(a — b)?

Vieme vsak, Ze Stvorec Tubovolného ¢isla je kladny (aj po prendsobeni dvoma) a teda dostavame Zelany spor.

Komentar

Ako iste vidite, tato uloha nebola mySlienkovo tazka. Pre istotu si vSak vzdy overte, ktoré ekvivalentné upravy mozete
urobit. Dokonca aj vtedy, ked to plynie zo zadania. Nezabudajte v8ak pri tom na to, Ze ak méte ako parameter realne &islo,
ten moze mat znamienko, ktoré sa vam nehodi.
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Opravovali: Martin Masrna a Viki Brezinova I
e Pocet rieSeni: 28 l--lll---

Na stole je m modrych a z zelenych kamienkov (m a z st kladné celé &sla). Timka a Zanetka hraji hru a striedaji sa
v tahoch, pricom Timka za¢ina. Hracka vo svojom tahu odoberie k kamienkov jednej farby zo stola, pri¢om k& musi byt
delitel po¢tu kamienkov danej farby, ktoré st pred zacatim tohto tahu na stole. T4, ktora zoberie posledny kamienok,
vyhréava. Zistite, ktora z nich ma vitazni stratégiu a popiste ju.

RiesSenie

Zapisme si poéty kamienkov na kopkach ako m = 2% a z = 2%y, pri¢om z,y si neparne prirodzené &isla, a 2%, resp. 2° je
najvidsia mocnina dvojky, ktora deli m, resp. z (v pripade, 7e je m alebo z neparne, tak je to 2°). Z prvociselného rozkladu
Cisla je zjavné, ze kazdé prirodzené ¢islo vieme zapisat v takomto tvare prave jednym sposobom.

Hru si rozdelime do dvoch stavov: vyrovnany — ak a = b a nevyrovnany — ak a # b (teda pri vyrovnanom je najvicsia
mocnina dvojky, ktora deli po¢et kamienkov na kopke rovnaka pre obe kopky a pri nevyrovnanom je rézna).

Najprv si ukdZeme, Ze ak je hra v nevyrovnanom stave, tak hra¢ na tahu vie odobrat taky pocet kamienkov, aby sa po tomto
tahu hra dostala do vyrovnaného stavu. Bez ujmy na vieobecnosti si uréme, 7e a > b a odoberme 2° kamienkov z prvej
kopky, kde ich je 2%z. Uréite ich tol'ko odobrat mézeme, lebo 2% deli 2%, a teda aj 2%z. Pozrime sa, kolko kamienkov nam
zostalo na prvej kopke:

20y — 20 = 2b(2070y — 1)

Vieme, ze (2°~%z —1) je nepérne ¢&islo, lebo 29~z je uréite parne &islo a odéitanim jednotky dostaneme neparne éislo. Preto
najviésia mocnina dvojky, ktora deli pocet kamienkov na prvej kopke je 2° a teda hra sa dostala do vyrovnaného stavu.
Teraz si ukdZeme, Ze ak je hra vo vyrovnanom stave, tak po hracovom tahu sa vZdy dostane do nevyrovnaného stavu,
bez ohladu na to, kolko kamienkov sa rozhodne odobrat. Bez ujmy na vSeobecnosti podme odoberat kamienky z prvej
kopky. Vsetky delitele &sla 2%z sa daju zapisat ako 2°d, pricom ¢ < a a d deli z. Pozrime sa, kolko kamienkov zostane na
prvej kopke po I'ubovolnom tahu:

24y — 2°d = 2°(2% ¢ — d)

Vieme, Ze d je urdite neparne, kedZe je to delitel neparneho x. Rozdelme si to na dva pripady: ¢ = a a ¢ < a. Ak ¢ = a,
tak nahradme a za c:

2¢(2%7 2 —d) = 2%(x — d)

Vieme, 7e x — d je rozdiel dvoch neparnych &isel, ¢ize parne &islo. Preto 2971 uréite deli 2%(x — d), a teda dostali sme sa
do nevyrovnaného stavu.

Ak ¢ < a, tak (2% ¢z — d) je rozdiel parneho a neparneho ¢isla, ¢o je neparne ¢islo a teda najvicsia mocnina dvojky, ¢o deli
pocet kamienkov na prvej kopke, kde ich je 2¢(2% ¢z — d) musi byt 2¢ < 2%. Opét sme sa dostali do nevyrovnaného stavu.
Ako nam to pomoze pri hTadani vitaznej stratégie? V prvom rade si moéZeme uvedomit, Ze ak je jedna kopka prazdna a druhéa
nie, tak je hra v nevyrovnanom stave a hra¢, ktory je na tahu vie vyhrat. Sta¢i mu zobrat vSetky kamienky z neprazdnej
kopky, ¢o moze urobit, lebo kazdé ¢islo deli samé seba.

Druh4 dolezita vec je, ze hra¢ méa vitaznu stratégiu vtedy, ak vie postupovat tak, Ze bez ohladu na to, ¢o vo svojom tahu
spravi stper, tak aj tak vyhra. Z toho, ¢o sme si ukéizali vyssie je jasné, Ze hra¢, ktory je na tahu v nevyrovnanom stave vie
vZdy hru dostat do vyrovnaného stavu a hrac, ¢o je na tahu vo vyrovnanom stave ju vzdy dostane spiat do nevyrovnaného
stavu bez ohl'adu na to, ¢o urobi.

Preto, ak je na zaciatku hra v nevyrovnanom stave, tak vitazni stratégiu mé prvy hrac. Vzdy vo svojom tahu odoberie
kamienky tak, aby sa hra dostala do vyrovnaného stavu. Po tahu druhého hraca sa hra vzdy dostane spéat do nevyrovnaného
stavu. KedZe po kazdom tahu sa celkovy pocet kamienkov zniZi, tak raz sa hra dostane do stavu, ked je jedna kopka prazdna
a to je nevyrovnany stav, takze vtedy bude na tahu prvy hra¢ a vie vyhrat. Naopak, ak je na zaciatku hra vo vyrovnanom
stave, tak vitaznu stratégiu ma druhy hra¢, lebo po prvom tahu sa hra ocitne v nevyrovnanom stave a na tahu je druhy
hrac, ktory sa teraz ocitne v situécii prvého hraca, ktory za¢ina hru v nevyrovnanom stave.

Komentar

Takmer vSetkym sa vam podarilo vyriegit pripady, pokial aspofi jedno z ¢isel m, z je neparne - stacilo si uvedomit, Ze neparne
¢islo moZe mat iba neparne nasobky. Pripad, kedy sa obe éisla parne, sa ukézal byt naro¢nejsi. Ti z vas, ktori prigli na
myslienku s mocninami dvojky, via¢ginou zvladli rieSenie tspesne dotiahnut do konca. Pri podobnych tlohéach je doleZité aj
popisat konkrétnu vitazni stratégiu v zéavislosti od m, z, nie iba to, kto ju mé. V&¢8ina z vas na to v8ak nezabudla, ¢o nas
samozrejme velmi tesi.
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Opravovali: Dano Ondu$§ a Zanetka SemaniSinova I
¢ Pocet rieseni: 5 I | IO | |

Nech n je kladné celé ¢islo. Obycajnyj $tvorec radu n je §tvorec, v ktorom je v kazdom z n? poli¢ok napisané nejakeé ¢islo od 1
do n. Stromdcky stvorec radu n je oby¢ajny stvorec, v ktorom je v kazdom stipci a kazdom riadku kazdé ¢islo od 1 do n préave
raz. Dva §tvorce S; a S radu n sa kamardtia, ak plati, Ze pre kazdu dvojicu kladnych celych &isel (a,b), a,b € {1,...,n},
najdeme nejaka poziciu (i,7), ¢,7 € {1,...,n}, v 8tvorci radu n taka, Ze S; ma na policku na pozicii (i, j) ¢islo a a Sy ma
na policku (4, 7) ¢islo b. Ukazte, Zze pre dané kladné celé ¢isla m a n plati: m stroméackych Stvorcov radu n takych, ze sa
kazda dvojica kamarati, existuje prave vtedy, ked existuje m + 2 obyc¢ajnych $tvorcov radu n takych, Ze sa kazda dvojica
kamarati.

RieSenie

Rozmyslime si najprv, ¢o hovori zadanie. (Ak to méate rozmyslené, tato ¢ast vzoraku kl'udne preskoc¢te). Obyc¢ajné Stvorce
st Tubovolné stvorce n x n vyplnené ¢islami z mnoziny {1,...,n}. Stromécke Stvorce (vi¢sinou sa im hovori latinské) su
oby¢ajné &tvorce, ktoré navyse splitaja, 7e v kazdom riadku aj v kazdom stipci obsahuja vietky éisla od 1 do n. Zaludny
vztah kamaratenia sa medzi dvoma Stvorcami S; a Sy znamena, Ze ked pdjdeme postupne po polickach Stvorcov a vidy si
zapiSeme do dvojice ¢isla na prislusnom policku v S7 a So, nakoniec dostaneme vSetky mozné dvojice. Dvojic je dohromady
n?, takZe vtedy dostaneme kazdu prave raz. Teraz si uz lahko si rozmyslime, Ze kamaratstva st vzajomné a tieZ, Ze ak
chceme, aby mal nejaky Stvorec kamaréatov, tak kazdé ¢islo a € {1,...,n} musi obsahovat prave n-krat, pretoze existuje
prave n dvojic (a,b), kde b je ¢islo od 1 po n.

UkaZeme najprv lahgiu implikdciu. Majme m stroméckych Stvorcov, ktoré sa v8etky navzajom kamaratia. UkaZeme, Ze
existuje m + 2 obyc¢ajnych Stvorcov, ktoré sa navzajom kamaratia. Najprv si vSimneme, Zze m S$tvorcov uz mame, pretoze
vSetky stromécke Stvorce sit obycajné. Dalsie dva Stvorce zvolime nasledovne: Stvorec R bude spliiat, Ze v i-tom riadku m4
vietky hodnoty i a §tvorec S bude splhat, Ze v j-tom stlpci ma vsetky hodnoty j (i,5 € {1,...,n}). Na obrazku st Stvorce
Ra S pren=3.

1111 11213
21212 11213
31313 1123

Stvorec R sa kamarati so vietkymi m stromackymi Stvorcami, pretoZe stromécke stvorce obsahuji v kazdom riadku vetky
&isla od 1 po n, teda ked prechadzame policka po riadkoch, v prvom riadku dostavame vsetky dvojice zaéinajuce 1, v druhom
riadku zaéinajice 2 a tak dalej. Z rovnakého ddvodu sa Stvorec R kamarati so Stvorcom S. Analogicky argument pri
prechadzani po stlpcoch ukazuje, ze Stvorec S sa kamarati so vietkymi m stroméackymi §tvorcami. Teda sme nasli m + 2
navzajom sa kamaratiacich obyc¢ajnych stvorcov.

Pustime sa teda do opa¢nej implikacie. Mame m + 2 obyc¢ajnych Stvorcov, ktoré sa navzajom kamaratia a chceme ukézat, ze
existuje m stromackych stvorcov, ktoré sa navzajom kamaratia. Rozmyslime si najprv, ze ak by dva z tychto stvorcov boli
R a S, tak by zvySnych m Stvorcov boli stromécke Stvorce a boli by sme hotovi. Je to tak preto, ze ak sa Stvorec T kamarati
so Stvorcom R, tak ma v i-tom riadku vSetky ¢isla od 1 po n, inak by nam chybala nejaka dvojica tvaru (a, ) a Stvorce by sa
nekamaréatili. To plati pre vSetky ¢, takZze $tvorec T' ma v kazdom riadku vSetky ¢&isla od 1 po n. Podobne, ak sa T' kamarati
s S, tak ma v kazdom stipci vetky ¢&isla od 1 po n. Teda ak sa T kamarati so tvorcami R a S, tak je to stromacky Stvorec.

Zostéava si rozmysliet, Ze z akychkolvek m + 2 obyCajnych Stvorcov, ktoré sa navzdjom kamaratia, vieme dostat m + 2
§tvorcov, medzi ktorymi st Stvorce R a S, a kamaratstva zostant zachované. Na to si staéi v8imnut, ze ked prehodime
hodnoty v Tubovolnych dvoch politkach vo vsetkych m + 2 §tvorcoch naraz, vietky Stvorce ostant kamarati (akurat pri
kontrolovani kamaratstva budu tieto dve dvojice v naom zozname prehodené).

Vezmime si teda nejaky Stvorec z naSich m + 2 Stvorcov. KedZe tento §tvorec ma nejakych kamaratov, tak z pozorovania
v uvode vieme, Ze obsahuje kazdé ¢islo n-krat. Poprehadzujme v fiom (a sicasne aj vo vSetkych ostatnych Stvorcoch) hodnoty
tak, aby sa z neho stal Stvorec R. Vezmime si teraz nejaky d’alsi Stvorec (s uZ poprehadzovanymi hodnotami). Kedze sa
kamarati so Stvorcom R, tak mé v kazdom riadku vSetky ¢isla od 1 po n. V kazdom z jeho riadkov poprehadzujeme hodnoty
tak, aby sme dostali $tvorec S (z predchadzajucej vety vieme, Ze to ide). Ked stibezne s nim budeme prehadzovat aj zvysné
Stvorce (vratane R), tak kamarastva zachovame a zaroveh nezmenime Stvorec R, pretoZe prehadzujeme len v rdamci riadkov.
Po tychto dvoch krokoch sme dostali m + 2 Stvorcov, ktoré sa navzajom kamaratia a zahffiaja stvorce R a S, takze zvySnych

m Stvorcov je stroméckych, Specidlne, m stroméackych Stvorcov existuje.

Komentar

Uloha mala sice dlhé zadanie, ale v skuto¢nosti vébec nebola tak tazké, ak ste zadanie doéitali do konca. Ukazat Tahsiu
implikaciu by zvladol asi kazdy z vas, preto je nam Iato, Ze ste sa do tlohy nepustili. Navy8e I'ahgia implikacia poskytovala
uzitoény navod, ako sa vysporiadat s tou taZSou implikiciou, a teda dotiahnut dlohu do tspe$ného konca. Nenechajte sa
preto odradit dlhym zadanim, zadanie je snaha napisat tak, aby bolo jasné, ¢o sa v ulohe mysli, ale to neznamené, Ze obsahuje

nejaky zlozity koncept.
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Opravovali: Samo Kraj¢i a Mimi Hanus I
¢ Pocet rieSeni: 32 .o [T

St dané navzajom rozne body A, B, C, D také, ze uhly ACB a ADB st pravé. Oznaéme E prieseénik priamok AC a BD
a F prieseénik priamok AD a BC. Dokazte, Ze kruZznice opisané trojuholnikom ACF a ADE sa pretinaju na priamke AB.

RieSenie

Priamka AE (AC) je kolma na BF (BC') a AF (AD) je kolmé na BE (BD). Preto si AF a BF vysky v trojuholniku ABE
(vysky chapeme ako priamky), F' je ortocentrum a EF je kolma na AB. Oznafme ich priesetnik G. G a C vidia tsecku AF
pod pravym uhlom, takze patria kruznici nad AF. Podobne G a D lezia na kruznici nad AE. Nasledne kruznice spominané
v zadani sa pretinaju v G na AB.

Iné rieSenie
CE (AC) je kolma na CF (BC) a DE (BD) je kolma na DF (AD), ¢ze C a D lezia na kruznici nad EF. Z mocnosti B

k tejto kruznici |BC||BF| = |BD||BE|, teda mocnosti B ku kruZniciam opisanym ACF a ADFE sa rovnaju. Ich priese¢nik
A méa k obom rovnakt nulovi mocnost, odkial je AB chordalou a obsahuje vsetky spolo¢né body.

Komentar

Casto sa deje, ze pri geometrickych tlohéch zabudnete na diskusiu, teda nezvézite vSetky mozné konfigurédcie bodov. V tejto
tlohe to v8ak bolo presne naopak. Mnoho z vés vyriesilo ulohu tak, Ze si ich rieSenie nevyZadovalo diskusiu, pretoZe fungovalo
pre Tubovolni konfigurdciu, no neuvedomili si to a celkom zbyto¢ne tlohu riesili znova pre mierne int konfiguraciu, pri¢om
néjdené rieSenie bolo ¢asto rovnaké, alebo, v horSom pripade, zlé, ¢im stratili body.
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Opravovali: Martin Vodi¢ka a Robka Jurikova I
e Pocet rieSeni: 13 ull lin

Najdite vietky dvojice realnych funkcii I, r splhajucich, ze pre vietky realne &isla z, y plati

Wz —y) = Uz)r(y) + l(y)r(z).
a) Ulohu vyrieste za predpokladu, Ze [(0) # 0.

b) Ulohu vyrieste za predpokladu, Ze 1(0) = 0.

RieSenie
Zacneme uzitoénym pozorovanim, Ze funkcia [ musi byt parna. Totiz pre Tubovolné ¢ méme z dosadeni x = t, y = 0 a 2 = 0,
y = t nasledujicu rovnost:

W(t) =1t —0)=1t)r0)+10)r(t) =10)r(t) +1(t)r(0) =1(0—1t) =1(-1)

Teraz sa moéZeme pozriet na jednotlivé ¢asti ulohy.

a) Dosadme do rovnice zo zadania x = y. Dostavame, [(0) = 2[(x)r(x). Z nenulovosti [(0) vidime, ze [(x) aj r(z) st nenulové
pre vetky hodnoty z. Preto mozeme vyjadrit r(z) = 1(0)/2l(x). Z toho vyplyva, Ze aj funkcia r musi byt parna.
) = (t

2(t)r
1(2t) = 1(t)r(=t) + 1(=t)r(t) = 20()r(t) = 1(0).

t
Dosadme teraz = t, y = —t. S vyuZitim parnosti a [(0 ) dostavame

Kedze kazdé realne ¢islo vieme zapisat v tvare 2t, tak z toho vyplyva, Ze funkcia [ je konstantna a r(x) = 1(0)/21(0) = 1/2.
Lahko sktgkou overime, Ze dvojica funkcif I(z) = ¢, r(x) = 1/2 vyhovuje pre l'ubovolnt nenulovii konstantu c.

b) Analogicky ako v ¢asti a) dosadime = = y. Teraz v8ak kvoli [(0) = 0 méame [(z)r(z) = 0 pre vSetky reéalne &isla z. Kedze
[ je parna mame aj I(—z)r(xz) = 0. VyuZitim tohto vztahu pre t a —t po dosadeni x = t, y = —t dostavame

1(t) = 1({t)r(=t) +U(~t)r(t) =0+ 0= 0.
Funkcia [ je preto konstantna 0. Vidime, Ze po dosadeni dostavame 0 = 0, preto vyhovuju vSetky dvojice, kde I(z) =0 a r je
lubovolna.
Komentar

7 rieSeni, ktoré nam prisli, bolo spravnych velmi malo, napriek tomu, Ze samotné rieSenie az také zlozité nie je. Problémom
bolo, Ze ste ¢asto pouzivali nekorektné uvahy. Najtypickejsou chybou bolo, Ze zo vztahu I(z)r(z) = 0 ste vyvodzovali, Ze bud
[ alebo r je konstantna 0. To ale nemusi platit. Plati len to, Ze v kaZdom realnom &isle je | alebo r nulova. MoZe sa stat,
ze napriklad [ bude nulova vo vSetkych zédpornych a r vo v8etkych kladnych ¢islach.

Autori vzorovych rieSeni: Erik Berta, Viktoria Brezinova, Martin Albert Gbuar, Matej Hanus, Patrik Palovcik, Robert
Sabovcik, Timea Szollgsova
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Konec¢né poradie zimného semestra 45. ro¢nika

Poradie | Meno a priezvisko Ro¢nik | Skola PS|1. 2. 3 4. 5 6.|H]|CS
1. Lucia Chladna 79 GAMCABA | 549 9 9 - 9 8|0 |107
2. Zdenéek Pezlar S3 GJaroBR 5(1- 9 9 - 9 510 82
3. Martin Kopéany S2 GJChaBR 36 |9 9 5 8 6 2|0 78
4. Veronika Chovancova S2 PiarGTN 421719 9 - - 9 310 72
5. - 6. Lenka Hake S4 GAlejKE 519 9 - - - -]10]| 1M1
Martin Andri¢ik S4 GPostKE 319 5 8 - 9 510|711
7. Adam Dzavoronok S2 GPostKE 36 |19 8 - - 9 6] 0] 68
8. Michaela Rusnakova S4 GAlgjKE 2609 9 1 9 9 - |[0] 63
9. Timea Jakubocyova S4 BGMHSu¢ 2719 9 4 3 6 0| 58
10. Jakub Farbula S4 GAlejJKE 2619 9 - 3 9 - |0 56
11. Alex Gasparikova S4 GAMCABA | 11 |9 8 9 - 9 9]0 | 55
12. Vaclav Janacek S4 GJaroBR 54 | - - - - - 1 54
13. Erik Novak S3 GPostKE 3319 7 4 - - - |[0] 53
14. - 15. | Karin Estokové S$2 |GMRSKE |37 |- - 9 - 6 - |0/ 52
David Belobrad S4 GAMCABA | 18 |9 7 4 2 9 3|0 52
16. Michal Vorobel S4 GJARMPO (219 9 - - 9 3|0 51
17. - 18. | Martin Kliment S3 GPostKE 2519 - 9 - 7 - 101 50
Barbora Baltovic¢ova S1 GAlejKE 2609 1 2 - - 3101 50
19. - 20. | Bianka Gurska S1 GPostKE 2116 - 4 - 9 - |-1] 49
Oskar Hritz S2 GPostKE 2009 9 - - 9 2|0 49
21. Sara GagSparova S2 GAMCABA | 18 | 9 9 3 - 7 1|0 48
22. - 23. | Martin Smiliiak S1 GAlgjKE 27 19 - - - - | -1 45
Lujza Milotova S4 GPostKE ®’ /(19 9 - - 9 - |10 45
24. Adela Horvathova S1 GPostKE 12(8 - 5 - 9 - |-4] 43
25. Peter Kochelka S3 GJGTBB 2319 1 - - 9 - 10| 42
26. Jan Richnavsky S4 GPostKE 275 - - - 9 - |0| 4
27. Stefan Vasak S2 | GPostKE 209 - 9 - 8 - |[=2]38
28. - 29. | Csaba Daniel Farkas S3 SBGCesBA | 37| - - - - - - 10| 37
Natalia Cigagova S2 GPostKE 69 9 3 - 0 -1]0] 37
30. Lubomir Vargovéik S2 GPostKE 116 3 4 - 9 - |-1] 33
31. - 32. | Viliam Geflert S2 GPostKE 3|7 - 3 - 9 -0 32
Terézia Stanova S1 EGJAKKE m{3 o0 o0 - 9 - |-1/| 32
33. Alex Blandén S4 GPostKE 11 ] 9 5 - 6 - |-3| 31
34. - 35. | Branislav Je¢im S1 GSkolSN 20- - - - 9 -|0]30
Alzbeta Klimentova S1 GPostKE 0 8 - 4 - 9 -0 30
36. Jakub Kulka S2 | GMRSKE ml9 - 9 - - -0 2
37. Anezka Kasalova S2 MalGym 9/- - 9 - 0 -0/ 28
38. Matas Masrna S3 GPostKE 89 - - - - - 0 27
39. Michal Zidzik S2 Gagls 0 9 8 9 - - - |0] 26
40. Samuel Vagko S2 GJHN3BA B3/9 - 3 - - - 10| 25
41. Jakub Kliment S4 GJGTBB 0 -9 4 - 9 - |10 22
42. Erik Jochman S1 GAlejKE 200 - - - - - -10] 21
43. David Kepic S1 GAlgjKE 200 0 - - - 0|01 20
44. Jakub Micko S3 GPostKE 6 |- - - - 0| 16
45. Vladimir Sklenar S1 GTVanSL B30 - 0 - 0 -10 13
46. - 47. | Viktor ITmrisek S2 | GAMCABA | 12 | - - - - - - |0] 12
Miriam Horvathova S2 | GStarMI 120- - - - - - |2|12
48. Radoslav Jochman S3 GAlejJKE m|- - - - - -]10| 11
49. Adriana Schmotzerova S4 GPostKE 6 1 3 - - - -10 10
50. - 51. | Adam Garafa S3 GPostKE 9 - - - - - -10 9
Paulina Dujavova S3 GJARMPO 9 |- - - - - -10 9
52. Klara Hricova S4 GPostKE 7 - - - - - -10 7
53. Gabriela Genciova S4 GPostKE 1 5 - - - - -10 6
54. Jan Brajercik S1 GJARMPO 2 - - - - - -10 2




2020,/2021 8 STROM

Nazov: STROM — koreSpondenény matematicky seminar

Cislo 3 @ December 2020 o Zimny semester 45. roénika (2020/2021)
‘Web: seminar.strom.sk
E-mail: strom@strom. sk

RieSenia: Prijimame poStou, na webe a v pripade poruchy stranky na riesenia.strom@strom.sk

Vydava: Zdruzenie STROM, Jesennéa 5, 041 54 KoSice
‘Web: zdruzenie.strom.sk
E-mail: info@strom.sk

Organizacny poriadok korespondencnijch matematickijch semindrov Malyndr, Matik, STROM je zaregistrovany na
Ministerstve Skolstva, vedy, vyskumu a Sportu Slovenskej republiky pod cislom 2017/13750:2-10B0.

:. ”t Eunfopm utuA 44 OPERA¢NY' PROGRAM E e f,,.m% m : s : ‘i’ L'fTb
*, X o Eurépsky socialny fond ! ! 2 I:U DSKE ZDROJE ¥f§5?¢2‘&?25§’$§.}’m -,%%m#. U z 5 =2 MATE & BEA

Eurdpsky fond regionalneho rozvoja

Tento projekt sa realizuje vdaka podpore z Eurépskeho socialneho fondu a Eurépskeho fondu regionalneho rozvoja v ramci Operacného programu Ludské zdroje

www.minedu.sk www.employment.gov.sk/sk/esf/ www.itakademia.sk


https://seminar.strom.sk
mailto:strom@strom.sk
mailto:riesenia.strom@strom.sk
https://zdruzenie.strom.sk
mailto:info@strom.sk

