Cislo 3 Zimny semester 49. ro¢nika (2024,/2025)

STROM

KoreSpondenény matematicky seminar

Ahoj!

Je tu dalsi ¢asopis STROMu, ktory prindSa vzorové rieSenia druhej série. Okrem toho, Ze je posledny v tomto semestri,
je vynimoé¢ny aj tym, Ze s nim prichddzaja aj pozvanky pre tych najlepSich z vas. Ti sa modZzu tesit na odmenu vo forme
tyzdiiového netradi¢ného sustredenia v obklopeni skvelymi tuc¢astnikmi a vedtcimi. Ak sa ti tam tentoraz nepodarilo dostat,
nezufaj. Pevne verime, Ze nabudtce sa s tebou uvidime!

STROMACI

Viano¢ny Maxiklub

Tradi¢ne v ¢ase Vianoc sa bude konat Viano¢ny Maxiklub, ¢o je viano¢né stretnutie stromékov! Vitani su vSetci, ucastnici,
veduci, byvali vedici a kazdy, kto ma rad STROM a stroméakov. Stretneme sa 28. 12. o 14:00 v miestnosti P19 na PF
UPJS na Jesennej 5 v Kogiciach, ktora nam bude k dispozicii do 18:00. Okrem seba nezabudnite doniest aj viano¢nt naladu
a nejaké fajné jedlo, urcite sa zide.

1 Opravovali: Martin Smiliiak a Bianka Gurska I
e Pocet rieSeni: 37 Najkrajsie rieSsenie: Michal Vodi¢ka ... mamn

Cislo nazyvame k-rasne, ak ho vieme zapisat ako stucet k po sebe iducich kladnych celych ¢isel (napriklad &islo 9 je 2-rasne,
pretoze 9 = 4 + 5, a zaroven je 3-rasne, pretoze 9 =2+ 3 +4).

a. Kolko ¢isel z mnoziny {1,2,3,...,2024} je naraz 3-rasnych, 4-rasnych a 5-rasnych?

b. Existuja nejaké kladné celé &isla, ktoré si naraz 3-rasne, 4-rasne, 5-rasne a 6-rasne?

RieSenie

a. Cislo je 3-rasne, ak existuje nejaké kladné celé k také, 7e sa dané &islo rovna sactu k + (k + 1) 4 (k +2) = 3(k + 1).
Z toho vyplyva, Ze v8etky 3-rasne ¢isla musia byt delitelné tromi, aj to, Ze vSetky ¢isla delitelné tromi (okrem ¢isla 3,
kedZe by potrebovalo k = 0) su 3-rasne.

4-rasne Cisla st tie, ktoré sa pre nejaké kladné celé k rovnaja sactu k+ (k+1)+ (k+2)+ (k+3) = 4k+6 = 4(k+1)+2.
To st prave ¢isla so zvyS8kom 2 po deleni 4 s vynimkou &sla 2, kedZe by opét potrebovalo k = 0.

5-rasne &isla su tie, ktoré sa pre nejaké kladné celé k rovnaju suétu k+(k+1)+(k+2)+(k+3)+(k+4) = 5k+10 = 5(k+2).
To st préave ¢isla delitelné 5 s vynimkou najmensich nasobkov 5 a 10.

Cislo je teda naraz 3-rasne, 4-rasne a 5-rasne prave vtedy, ked je aspon 10, je delitelné &islami 3 a 5 a dava zvySok 2
po deleni 4. Vsimnime si, Ze ¢islo déva zvySok 2 po deleni 4, ak je delitelné dvomi, ale uz nie Styrmi. Hladané &isla sa
teda delitelné ¢islami 3, 5 a 2 zaroven (teda su delitelné 30), no ¢islami 3, 5 a 4 zaroven uz delitelné nie su (teda nie
st delitelné 60).

Nasobkov 30 v mnozine {1,2,3,...,2024} je 2010/30 = 67 (kedZe 2010 je najvacsi z nich), pricom vSetky st aspoii 10.
Zaroveni aj nasobkom 60 je 1980/60 = 33 z nich. Pocet hladanych &isel je preto 67 — 33 = 34.

b. 6-rasne ¢isla su tie, ktoré sa pre nejaké kladné celé k rovnaja saétu k+ (k+1)+ (k+2)+(k+3)+ (k+4)+ (k+5) =
6k + 15 = 6(k + 2) + 3. Vsimnime si, Ze tento stdet je vzdy neparny, teda vSetky 6-rasne ¢isla st neparne. Zaroven
uZ ale vieme, Ze vSetky 4-rasne ¢isla su parne, preto nemoze existovat Cislo, ktoré je naraz 4-rasne aj 6-rasne, teda ani
také, ktoré je naraz 3-résne, 4-rasne, 5-rasne a 6-rasne.
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Opravovali: Brano Je¢im a Gertruada ,,Mimi“ Hanusova
Pocet rieseni: 32 Najkrajsie rieSenia: Marek Horvath a Michal Vodicka

Majme postupnost kladnych celych ¢€isel a1 < as < asz < ... Pre v8etky kladné celé k plati a,, = 3k.
a. Urcte a1000-

b. Urcte a2024-

Riesenie

Ak aq =1, tak a,, = a1 = 1 # 3, nastava spor, kedZe rovnost zo zadania neplati. Ak aq > 3, tak zo zadania musi platit
aq, = 3, z toho vyplyva, Ze existuje ¢len postupnosti s indexom aspon 3, ktory ma hodnotu 3, to je ale spor, kedZe nase
a1 > 3 a postupnost je rydzo rastica. Ak a1 = 2, tak a,, = a2 = 3, to moze platit a zarovenn uz pozname druhy ¢len
postupnosti as = 3.

Dalej postupne dosiddzame do rovnice a,, = 3k zo zadania (vZdy za ay dosadime pred nim vypod&itany ¢len):

aa2=a3:3-2:6
aa3:a6:3'3:9
aa6:a9:3'6:18
Ggy = Q18 =3-9 =27
aa18=a27:3-18=54
Qgyy = 54 = 3 - 27 =81
aa54:a81:3'54:162
Gag; = Q162 = 3 - 81 =243
Qg6 = 243 =3-162 = 486
Qgqy3 = A486 =3-243 =729
Oayge = G729 = 3 - 486 = 1458
Oaqrge = Q1458 = 3 - 7129 = 2187

Vsimnime si, ze medzi prvkami a79 a a1458 sa nachadza 728 prvkov a zaroven medzi hodnotami tychto prvkov 1458 a 2187

sa nachadza 728 kladnych celych éisel. KedZe do naSej rydzo rasttcej postupnosti patria len kladné celé &sla, tak kazdému
prvku z tohto intervalu patri prave jedna konkrétna hodnota, a to: aregy, = 1458 + x, pre & € Z N [1, 728].
7 toho ai10o00 = 1729.

Tiez sa v tomto intervale nachiddza aj ai295 = 2024. Preto d'alej vieme dopoé&itat aq,,,, = a2024 = 3 - 1295 = 3885.

Iné rieSenie
Vsetky ¢isla v tomto rieSeni st zapisané v trojkovej stistave.
Keby a1 =1, tak 1 = a1 = a4, = 10, ¢o je spor. Preto 1 < a1, a teda z rastticosti postupnosti a; < a, = 10. To uZ mame,

7e 1 < a; < 10, ¢ize a1 = 2 a dalej az = a4, = 10.

Indukciou dokazeme, Ze ajgn = 2 - 10" a as.1gn 10"*! pre vietky nezaporné celé n. Pre n = 0 to uZ mame dokazané.
Ak to plati pre n — 1, tak ajgn = Qay gn1 = 2-10™ a ag.10n = Gaygn = 107+L, Teraz ag.ion — a1on = 2 - 10" — 107, takze

na tomto tseku musia ¢leny postupnosti byt po sebe idice ¢isla a ag; = 2z pre l'ubovolné n-éislie (nie n-ciferné ¢islo) .

KedZe to plati pre vietky n, plati a;z = 2z, a teda aj a5z = Qg = 120 pre kazdy kone¢ny retazec cifier z (aj prazdny).
Dosadenim do explicitného vyjadrenia dostavame vysledky a1191001 = 2101001 a ass922200 = 12022220.

Komentar

Mnoht ste si po vypisani prvych ¢lenov tejto postupnosti vsimli jej zaujimaveé vlastnosti, ktoré ste opisali vo svojich rieSeniach.
Avsak na to, aby ste potom mohli ur¢it n-ty ¢len postupnosti, musite v rieSeni matematicky dokéazat, Ze postupnost je
s ur¢itostou taka, aki si ju predstavujete.

V prvom vzorovom rieSeni ukazujeme sposob, ako tuto tlohu riesit bez nutnosti poznania vyvoja celej postupnosti. V dru-
hom rieSeni je uZz spominany dokaz pre to, akii hodnotu bude nadobudat n-ty ¢len postupnosti, avSak je zo zaujimavosti
formulovany v trojkovej sustave.
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3 Opravovali: Patrik Palovéik a Benjamin Mravec II
o Pocet rieseni: 27 NajkrajSie rieSenia: Lucia Chladna, Alena Balintova a Richard Vodicka -1 _I.__

Nech S je podmnoZzina mnoziny M = {1,2,...,100}. Dokazte, ze v S existuju tri rozne dvojice &isel s rovnakym rozdielom,
ak S ma

a. 21 prvkov,
b. 20 prvkov,
c. 19 prvkov.

Riesenie

a. V mnozine, ktord mé 21 prvkov sa nachidza (221) = 210 dvojic ¢isel. Moznych rozdielov medzi ¢islami od 1 do 100 je
99, pri¢om rozdiel 99 sa da dosiahnut len jednym spdsobom (100 — 1), ¢iZe keby sme chceli vietky ostatné rozdiely
pouzit dvakrat, mohlo by ich byt najviac 2-98 +1 = 197. Mame viac dvojic ¢isel ako maximélny pocet rozdielov, teda
nejaky rozdiel by tam musel byt pouZzity aspon trikrat.

b. Bez ujmy na vSeobecnosti si mézeme ¢&isla vo vybranej podmnozine zoradit od najmensieho po najvéicsie. Nasledne sa
mozeme pozriet na rozdiely medzi za sebou idicimi ¢islami. Takychto rozdielov je medzi 20 prvkami 19, a teda keby sme
chceli pouzit kazdy rozdiel nanajvys dvakrat, tak najmensi mozny stcet rozdielov by mohol byt 2-(1+24...49)+10 =
100. Medzi ¢islami od 1 do 100 mame vSak len stiéet takychto neprekryvajucich sa rozdielov 99. Je to tak preto, lebo
pri pokryti vSetkych rozdielov medzi susednymi ¢islami by sa ich stcet rovnal rozdielu krajnych prvkov, a teda 100 —1.
Takto by teda rozdiely byt rozdelené nemohli a musel by teda existovat nejaky, ktory by bol pouZzity trikrat.

c. Opét si zoradime ¢isla od najmensieho po najvicsie, tentokrat sa vSak nebudeme pozerat len na rozdiely medzi ¢islami,
ktoré nasleduji za sebou, ale aj na tie, ktoré su vzdialené o 2. Nazvime si pre zjednoduSenie rozdiely medzi ¢islami
vzdialenymi o 1 a o 2 jednorozdiely a dvojrozdiely. Medzi 19 prvkami mame 18 jednorozdielov a 17 dvojrozdielov.
Keby sme ich chceli zaplnit ¢o najmensimi rozdielmi tak, Ze by sme kaZzdy pouzili najviac dvakrat, ich stcet by bol
2-(1+24...4+17)+ 18 = 324.

Teraz sa pozrime na to, aky moze byt realne siucet jednorozdielov a dvojrozdielov medzi 19 prvkami od 1 do 100. Ako
sme uz zistili v minulej podulohe, stucet jednorozdielov je 99. Kazda medzera medzi 2 ¢&islami okrem 2 krajnych je
pokryta taktiez aj 2 dvojrozdielmi. Napriklad medzera medzi 2. a 3. najmensim ¢&islom je pokryta dvojrozdielom medzi
1. a 3. a dvojrozdielom medzi 2. a 4. najmensim ¢islom. KedZe vieme Ze stcet velkosti medzier (jednorozdielov) je 99,
tak pre dvojrozdiely to bude 2-99 zmenSené o krajné medzery, ktoré su pokryté len jednym dvojrozdielom (takZe aspoil
0 2). Z tychto informécii vieme, Ze najvacsi mozny sucet velkosti jednorozdielov a dvojrozdielov je 3 -99 — 2 = 295.
To je menej ako 324, teda takéto rozdelenie rozdielov by nebolo mozné, teda niektory by musel byt pouzity trikrat.

Pre zaujimavost, podobne ako pre 19 prvkov by sa tato tloha dala dokazat aj pre 18 prvkov, keby sme vzali do tlohy aj
trojrozdiely. Vtedy by bol stcet 48 najmensich moZnych rozdielov, tak, Zze kazdy mézeme pouzit maximalne dvakrat,
600, kym sucet velkosti jednorozdielov, dvojrozdielov a trojrozdielov by nepresiahol 6 - 99 = 594.

Pre kazdu podulohu sme si ukazali rieSenie, ktoré je jednoduchsie ako tie pre d'alsie podulohy. V skutoc¢nosti by sa vsak
rieSenie Casti ¢ by sa dalo pouZit aj na podulohy a a b, taktiez aj rieSenie ¢asti b by sa dalo pouzit aj na cast a.

Komentar

Podilohu A vyriesil skoro kazdy. Niektori rieSitelia avSak pravdepodobe stratili body na tom, Ze sa snazili rovno dokazovat
podilohy B/C bez toho aby napisali rieSenie prvej podulohy. MoZno vés to lahsie rieSenie pre a¢ko nenapadlo, ale chceme
tym len povedat, Ze sa pre istotu oplatilo napisat aj tie osobitné rieSenia pre A/B.

Podiloha C bola naozaj o dost néroc¢nejsia ako zvysné, takze sme radi za kazdi vasu myslienku, ktora ste tejto podilohe
venovali. Viacerf z vas avSak napisali rieSenie, kde len vyskusali nejakt jednt moznost, aj ked si mozno mysleli, Ze to rieSenie
je takto v8eobecne dokazané. Radu ktoru si z tohto mozete zobrat je, ze pri takychto ulohéach je dobre sa zamysliet aj nad
tym, Ze ¢i naozaj dokazujeme rieSenie v8eobecne alebo nie.

Sme ale velmi nad8eni za snahu, ktort ste vSetci vynalozili. <3
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Opravovali: Lubomir Vargovéik a Stefan Vasak I
e Pocet rieSeni: 12 NajkrajSie rieSenie: Oliver Seman | DR

Nech D, F st body na strane AB trojuholnika ABC také, ze

|AD|-|AE| _ (|AC|\®
|BD|-|BE|  \|BC|) °

Ukazte, ze uhly ACD a BCE su zhodné.

RieSenie

Predlzme si stranu AC' na polpriamku a dopliime si dve rovnobezky. Obe buda prechadzat bodom B, pri¢om prva je
rovnobeznd s tseckou C'D a druha s useckou C'E. Priese¢niky oboch rovnobeziek s polpriamkou AC' si ozna¢me v poradi X
ay.

Vsimnime si, Ze trojuholniky ADC a ABX su podobné (podla vety wu, jeden uhol maja spolo¢ény a uhly ADC a ABX
st sthlasné). Z podobnosti tychto trojuholnikov vyplyva pomer |AD|/|DB| = |AC|/|CX]|. Analogicky si vSimnime, Ze aj
trojuholniky AEC a ABY st podobné, a teda |[AE|/|EB| = |AC|/|CY].

Vynasobenim ziskanych pomerov dostavame takito rovnost:

|AD|-|AE|  |AC|?
|BD|-|BE| |CX]|-|CY]|

Vsimnime si, Ze tdto rovnost sa napadne podob4 na tii zo zadania. Zistili sme teda, ze |CX|-|CY| = |BC|?, z &oho po tprave
dostévame rovnost |BC|/|CX| = |CY|/|BC|. Vsimnime si teraz, Ze trojuholniky BCY a XCB st podobné (podla vety sus
z predoslej rovnosti a jedného spoloéného uhla).

Teraz uz iba uhlime. Uhly C X B a C BY maju podla poslednej podobnosti rovnaki velkost. Uhly CX B a AC'D st sthlasné
a uhly CBY a BCE s striedavé. Z toho vyplyva, ze uhly ACD a BCE st rovnako velké.
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5 Opravoval: Erik Novak I
o Pocet rieseni: 14 NajkrajSie rieSenia: Lucia Chladna a Michal Ferdinandy e

Najdite vsetky prvocisla p, pre ktoré existuje kladné celé ¢islo a také, ze plati

2] 2] o[-

Pozn.: Hodnota |x] sa rovnd najvicSiemu celému &islu, ktoré nie je vicsie ako x.

RieSenie
Rozdelme si rieSenie na dva pripady. Bud p | a alebo p 1t a.

epla
Nech a = kp;k € Z7T.
Potom vnutri kazdej dolnej celej ¢asti mame celé ¢islo, teda mozeme dolné celé Gasti odstranit a ziskat tvar:
k+2k+3k+ -+ pk =2024

Vyjmime k pred zatvorku a upravme zatvorku podla vzorca pre stcet po sebe iducich &isel.

E(14+24+3+---+p) =2024

kp(p +1)
2
kp(p+ 1) = 4048

= 2024

Na l'avej strane rovnice je stuéin ¢isel, z ktorych jedno je p. Cislo p teda deli obe strany rovnice, teda p|4048. Prvoéiselné
delitele ¢isla 4048 st 2, 11 a 23. Prvoéislo p moze teda v tejto moznosti nadobudat iba tieto tri hodnoty. Cislo 4048 je v8ak
zaroveil delitelné p+ 1. Cislo 4048 vsak nie je delitelné ziadnym z ¢isel 2+1 =3,11+1 = 12,23+ 1 = 24. V tejto moznosti
teda nenachéadzame Ziadne vhodné p.

. pJ[a

Prv ukdzme, ze kazdé z éisel a, 2a, ..., pa dava iny zvySok po deleni p. UkdZeme to sporom.

Nech x1a = z9a (mod p); 1,72 € ZT;21 < 25 < p. Potom ale x5 — 21 = 0 (mod p), a teda ¢len LWJ, ktory v stéte

urcite je, kedze xo — 1 < p, je celym ¢islom. To znamena bud p|zs — 1, €o je v spore s x5 —x1 < p, alebo pla, ¢o je v spore
s predpokladom. Kazdy z ¢itatelov ¢lenov suc¢tu méa teda iny zvySok po deleni p. KedZe ¢lenov suctu je p, vystriedaju sa
nam v hom vSetky zvysky od 0 po p — 1, kazdy préave raz. Mozeme sa vrhnit do rieSenia.

Nech z; je zvySok citatel'a i-teho ¢lena po deleni p. Pre zlomky, ktoré nie st celymi ¢islami si mézeme uvedomit, ze dolna cela
¢ast je rovna rozdielu samotného zlomku a jeho desatinnej Casti, pricom desatinna ¢ast bude pre kazdy z nich % Rovnost
zo zadania si teda moZeme prepisat:

O S S U N v V1
p p

p p p p

Tuto rovnost preusporiadajme a upravujme, vyuzivajic vzorec pre sucet po sebe iducich &isel:

p p
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Tu mozeme vyuzit, Ze vieme, ze &isla 21, 22 . . ., 2, obsahuju vietky ¢isla od 0 po p — 1, kazdé prave raz.
1 -1
aplp+1) pp—1) _ o0,
2p 2p
1)—(p—-1
alp + )2 P=1) _ 5004

alp+1)— (p—1) = 4048
ap+a—p+1=4048
a(p+1) —p—1=4046
alp+1)—(p+1) =4046
(a—1)(p+1) = 4046

Cislo p+1 je na lavej strane rovnice v st¢ine, deli teda obe strany rovnice, teda (p+1) | 4046. Ak by p = 2, tak p+1 = 3 | 4046
¢o nie je pravda. Cislo p + 1 je teda parne &islo o jedna vacsie ako prvocislo. Prejdime teda parne delitele 4046.

e p+1=2 = p=1 Nevyhovuje

e p+1=14 = p =13 Vyhovuje

e p+1=34 = p =33 Nevyhovuje

e p+1=238 = p = 237 Nevyhovuje
e p+1=>578 = p =577 Vyhovuje

p+1=4046 — p = 4045 Nevyhovuje

Nasli sme dve moznosti pre p. Este overme, & obe spliiajta podmienku p 1 a.
e p=13 = a = 290 Vyhovuje, kedZe 13 4 290
e p =577 = a = 8 Vyhovuje, kedze 57718

Ekvivalentnymi dpravami sme nasli jediné rieSenia a overili ich spravnost. p € {13,577}

Komentar

Mnoho z rieSeni obsahovalo odkaz na literattru, avSak nie s rieSenim celej tulohy, iba s vetou alebo faktom, ktory bol
napomocny k rieSeniu. Velmi ma tesi, Ze véas tloha neodradila, ale naopak motivovala k najdeniu pomoci v dostupnych
zdrojoch. A ti, ktori ste sa tlohou odradit nechali, moZete to brat ako ponaudenie, Ze matematika je aj o pouZivani uz
znédmych veci a nemusite vZdy vynachéadzat koleso. (Tymto vas samozrejme NEmotivujem sa snaZit googlit celé alohy.)

6 Opravoval: Michal Masrna I I
e Pocet rieseni: 2 Najkrajsie riesenie: Lucia Chladna  \________
Postupnost realnych &isel (ax)32 splia a; = %, ax+1 = —aj + 2_1% pre vSetky kladné celé ¢isla k. Dokazte, ze pre vSetky

kladné celé ¢isla n plati

(e ) = (7o) ) @) (@)
2(a1 +ag + - +an) n ay az an

RieSenie

Na zaciatok poznamenajme, Ze pre n = 1 nerovnost trividlne plati, totiz 0 < % V zvysku dokazu predpokladajme n > 1
(aby vSetky pouZivané sumy boli aj formélne spréavne).

Dalej indukciou dokazme, ze 0 < ap < % pre vSetky prirodzené k. Zo zadania a; = % splha podmienku, teraz predpokladajme,
Ze podmienka plati pre aj. Oznaéme f(z) = —z+ ﬁ Tato funkcia je na intervale (07 %] klesajuca (ukdZeme napr. pomocou
derivacie f' = —1 + ﬁ, ktora ktora je na danom intervale zaporna), takZe najvyssiu hodnotu nadobida v bode 0

a najnizsiu v bode %
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Teda
0 <ap < 1
a z
b=
1
FO) > fla) > 7 (5
1 S S
Z>qa Z
5 ZOk+1 Z
1
5 Z0k+1 >0
¢im je dokaz dokondceny.
Teraz sa pozrime na funkciu g = In (% — 1). Z jej druhej derivacie ¢”(x) = % vidime, Ze funkcia je na inter-

vale (07 %] konvexné (hodnoty druhej derivacie st nezaporné). A kedZze hodnoty ay sa z tohto intervalu, moéZeme pouZit
Jensenovu nerovnost a dostat

() < (3 ()
(o) (1) (L)

Pouzitim Cauchy-Schwarzovej nerovnosti! pre z; = \/a; + ai11 a ¥; = % dostavame
k2

L L (Yote L VenFan\
(a1 + a2) (an +ant1)) — Va1 + a2 Van + nt
1 1 n2
(al + a2) (an + an-‘rl) (Cl1 + Clg) +-- 4+ (an + an—i—l)
1 1 n2

— Yttt —n 2 _
(a1 + a2) (an + ant1) T Upg1 — a1+ 2(@1 4+t an)
2
n
l-a))++(1l—-ap)>—————n
(ma) bt () 2

(a1 +a2) + -+ (an—1 + ayn)) (

Y

Na l'avej strane je posledna tprava ekvivalentna, pretoze ak+];"k+1 = ak_alir —=02—-ap)a—a1)+---+2—a,)—n=
2—ayp

(1—a1)+---+ (1 —ay,). Na pravej strane sme tpravu mohli spravit, pretoZe sme mensiu stranu nerovnice nezvidsili, kedze
sme nezmensili menovatel kladného zlomku, pretoze % =aj > apy1. Upravujme dalej.

1Pripadne jeden krok sme mohli uSetrit priamo pouZitim tzv. Titu’s resp. Sedrakyan’s lemma.



https://en.wikipedia.org/wiki/Jensen's_inequality#math_3
https://sk.wikipedia.org/wiki/Cauchyho-Schwarzova_nerovnos%C5%A5#D%C3%B4le%C5%BEit%C3%A9_%C5%A1peci%C3%A1lne_pr%C3%ADpady
https://en.wikipedia.org/wiki/Cauchy%E2%80%93Schwarz_inequality#Sedrakyan's_lemma_%E2%80%93_positive_real_numbers
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¢o bolo treba dokazat.

Iné rieSenie
Inspirované najkrajsim riesenim.

Po (1) postupujeme rovnako. Dalej rovnako odvodme, ze = (2 —ag), teda

1
ap+ak41

1 1

+...+7_n: l_a _|_...+ 1_a/n
aj + az an + apyt ( ) ( )
1 1
a1+az+”.+an+an+171:(17a1)+"'+(1*an)
n n
. .« 1 5 1 5
Z AH nerovnosti pre kladné ¢leny el — dostavame
1 1
n <a1+a2+'”+m
(a1 +a2)+ -+ (an + any1) — n
a po dosadeni do predoslej rovnice
n 71<(17a1)+~~~+(1—an)
(a1 +a2) + -+ (an + ani1) - n
n _1<(1—a1)+-~-+(1—an)
21+t an) +any1 — a1 - n
n _1§(1—a1)—|—---+(1—an)
2(a1 + -+ an) n

Kde rovnako ako v prvom rieSeni sme v poslednej tprave nezmensenim menovatela kladného zlomku Tava stranu nezvacsili.
Upravujme dalej.

n _1<a1+~-~+an.(1—a1)+---+(1—an)

2(a1 + -+ an) - n a+---+ap
n _1§a1+--~+an. n 1
2(a1 + -+ ayn) n a1+ +ay

Farm ) = () G )
2(a1 + -+ an) n a+---+ap

Napokon po dosadeni z (1) dostavame pozadované.

(e 1) = () () ()
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Konec¢né poradie zimného semestra 49. ro¢nika
Poradie | Meno a priezvisko Roc¢nik | Skola PS|1. 2. 3. 4. 5. H| CS
1. Lucia Chladna S4 GAMCABA |54 (9 9 7 9 9 0 | 106
2. Michal Vodicka S2 GAlejKE 5219 9 6 9 9 0 | 103
3. Richard Vodi¢ka S4 GAlgjKE 5019 9 6 9 9 0| 93
4. Eva Krajciova S3 GAlgjKE 519 9 - 9 9 0] 90
5. Jan Metenko S1 GPostKE 4819 9 - 9 2 0| 86
6. Magdaléna Skriabové S1 GPostKE 4219 7 4 9 5 0| 8
7. Alenka Balintova S2 BGMHSu¢ 519 9 6 - 3 0| 82
8. Oliver Seman S3 GAlejKE 4319 9 3 9 - 0| 73
9.-10. | Livia Suskova S1 GPostKE 3419 6 3 9 2 01| 72
Alena Chladna 79 GAMCABA [ 369 9 - - 9 01| 72
11. Tomas Sukel S3 GAGLSHE 4319 9 1 - 5 0| 67
12. Nina Hudéakova S1 GAlejKE 40 19 7 - - - 0| 63
13. Marie Kasalova S1 GJGJPha 33|18 7 6 - 0| 61
14. Sarah Klopstock S2 SpMNDaG 4315 9 3 - - 0| 60
15. Matuas Libak S4 GAlgjKE 4319 4 3 - - 0| 59
16. Veronika Vodickova, S4 GAlgjKE 3219 7 - 9 - 0| 57
17. - 18. | Marek Horvath S4 GKonsPO 3719 9 - - - 0| 55
Livia Lukacova S1 GSrobKE 3715 7 1 0 - 0| 55
19. Filip Findorak S3 GSrobKE 2419 9 3 9 - 0| 54
20. - 22. | Michal Ferdinandy S2 GPostKE 819 9 4 - 9 0| 53
Jakub Stramba S1 GSrobKE 39 (3 7 1 - - 0| 53
Ondrej Kralik S4 GAlgjKE 3B |7 7T 4 - - 0| 53
23. Natalia Polia¢ikova S4 GPostKE 2809 9 3 - - 0| 49
24. Martina Osuska S2 GJHN3BA 2419 7 4 - - 0| 44
25. Richard Prikler S2 GJARMPO |27 |9 2 4 - - 0 | 42
26. Janka Urbanova S2 GAlegjKE 2009 7 4 - - 0| 41
27. Martin Dudjak S3 SMladPP 319 - - - - 0 | 40
28. - 29. | Daniel Ryan Takac S1 GAlegjKE 205 8 - - - 01| 38
Veronika Jakabova S3 GAlejKE 2418 3 3 - - 0| 38
30. Ondrej Toth S2 SPITKM 5719 7 6 - - 0| 37
31. - 32. | Kalista Semancova S4 GAGLSHE m|{8 6 4 - 1 0| 36
Mats Pokorny S3 GAMCABA | 36 | - - - - - 01| 36
33. Sophia Sotakova S1 GAGLSHE 7 77 4 - 2 0| 34
34. Tomas Saksun S1 GAlegjKE 419 1 3 - 1 01| 31
35. Martin Vrba S2 GPostKE 816 - 6 - - 01| 30
36. Michal ITkovi¢ S4 GSMTSPO | 25 | - - - - - 0| 25
37. Nina Anna Betakova S3 GAGLSHE w6 - - - - 0| 23
38. Eva Hricova S1 GAlegjKE 22 | - - - - - 0| 22
39. - 40. | Natalia Tkacova S3 SMladPP 119 - - - - 0 20
Michal Revicky 79 GJARMPO | 20 - - - - 01| 20
41. Alexander Kogtal S3 GJarBrno 2 - - - - - 0| 12
42. Juraj Kraméar S4 GAlgjKE 9 - - - - - 0 9
43. - 44. | Adam Bukovan S1 SSRodBA T0- - - - - 0 7
Maxima Anna Alzbeta Bednarcikova S4 GSrobKE 7 - - - - - 0 7
45. - 46. | Richard Suda S2 GVarsZA 5 - - - - - 0 5
Lukas Kostik S1 GAlejKE 5 - - - - - 0 5
47. Simon Kl¢o S1 | GIBMTT 12 - 0 0 - 0] 3
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Nazov: STROM — koreSpondenény matematicky seminér
Cislo 3  December 2024 o Zimny semester 49. roénika (2024/2025)
Web: seminar.strom.sk
E-mail: seminar.strom@strom. sk
RieSenia: Prijimame odovzdanim na webe a v pripade poruchy stranky na adrese

riesenia.strom@strom. sk.
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