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1. cast

Uloha 1.1: Najdite najmensie kladné celé &islo, pre ktoré plati, ze ked pred neho pridame cifru 6,
dostaneme jeho 25-nasobok.

Vysledok: 25

Riesenie: Novovytvorené ¢islo je delitelné 25 a musi zac¢inat cifrou 6. Toto ¢islo musi byt aspon
trojciferné, pretoze ziadne dvojciferné ¢islo delitelné 25 nezacina 6 ({25,50,75}), takze povodné
¢islo bolo aspon dvojciferné. Mame najst najmensie také ¢islo, tak skuisme, ¢i existuje dvojciferné.
Ked k dvojcifernému ¢islu pripiseme 6 na zaciatok, tak k nemu iba pripoc¢itame 600 (k trojcifernému
6000, k stvorcifernému 60000, ... ). Nech n je povodné ¢islo a skisme, ¢i moze byt dvojciferné. Potom
hladdame n také, ze n + 600 = 25 - n, a teda 600 = 24 - n, z ¢oho n = 25. Nasli sme najmensie také
¢islo, a to 25.

Uloha 1.2: Mihal s¢ital aspoii dve za sebou idace kladné celé ¢isla a dostal vysledok 1000. Aké
najvacsie ¢islo medzi nimi mohlo byt?

Vysledok: 202

Riesenie: Na zaciatku je dobré uvedomit si, ze ¢im viac ¢isel s¢itavame, tym mensie st. To znamena,
7e najprv potrebujeme zistit, kol'ko najmenej ¢isel mohol Mihal s¢itat. My vieme, Ze séital aspon dve
¢isla. Velmi rychlo dokézeme overit, Ze s dvoma ¢islami nemohol vyhoviet zadaniu. Ak by mal tri
¢isla, tak ich stcet je trojnasobok stredného ¢isla - to je opat v spore so zadanim, pretoze 1000 nie je
delitelné tromi. Pre Styri ¢isla rieSenie taktiez neexistuje. Vieme urobit sucet 249+ 2504251, ak vsak
k nemu pridame 248 alebo 252, tak sucet bude bud mensi, alebo vacsi ako 1000. Pre péat cisel sme
uz schopni rieSenie najst. Budeme scitavat ¢isla od 198 do 202. Kedze chceme vediet, aké najvacsie
¢islo mohlo byt sucastou suctu, tak odpovedou je 202.

Uloha 1.3: Kolko najviac kladnych celych ¢isel mozeme séitaf tak, Ze ich sucet je 2019, ale pri ich
sCitavani nedochédza k Zziadnemu prechodu cez desiatku?

Vysledok: 12

RieSenie: Ked7ze sa pri sé¢itani nesmie pouZit prechod cez desiatku, musi ¢islu na mieste jednotiek
odpovedat sicet cifier na mieste jednotiek vo vSetkych s¢itavanych ¢islach. Analogicky pre desiatky a
tak dalej. Z toho vyplyva, Ze ciferny sucet ¢isla 2019 sa musi rovnat siuctu cifernych suctov vsetkych
sCitavanych ¢isel dokopy. Na zéklade tychto znalosti si ukaZeme, Ze nie je mozné sé¢itat viac ako 12
¢isel. Predpokladajme, ze vieme séitat 13 kladnych celych ¢isel bez prechodu cez desiatku na ¢éislo
2019. Ak by sucet cifernych suc¢tov 13 ¢isel bol 12, nutne by musel byt aspon jeden z tychto cifernych
stuc¢tov nulovy, a teda ¢islo s tymto cifernym si¢tom by muselo byt rovné 0. Lenze 0 nie je kladné
¢islo, ¢im sa dostavame do sporu. Ostéva overit, Ze to ide s dvanastimi ¢islami. Priklad najdeme
jednoducho tak, ze budeme sé¢itavat ¢isla v tvare 10". Konkrétne 2 x 1000 + 10 + 9 x 1.

Uloha 1.4: Na ststredeni bolo menej ako 90 tcastnikov, ktorych cheeli vedici rozdelit do druziniek
po 2, 3, 5 alebo 7 tcastnikoch. V niektorych troch pripadoch im jeden tcastnik zvysil a v tom stvrtom
im to vyslo presne. Kol'ko bolo u¢astnikov?

Vysledok: 85
RieSenie: Postupne rozoberieme moznosti podla toho, v ktorom pripade sa rozdelili presne.

Nech sa im podarilo vytvorit dvojice. Pozrime sa na ¢islo o jedna mensie ako ich pocet. Toto ¢islo
mé byt delitelné 3, 5 aj 7, takZze bude v tvare 105k, z ¢oho ich pocet musi byt v tvare 105k + 1.
Najmensie parne ¢islo v tomto tvare je 106, ¢o je viac ako 90.

Ak by sa im podarilo vytvorit trojice, tak ¢islo o jedna mensie bude v tvare 70k (delitelné 2, 5 a 7).
V tom pripade modZe byt pocet uc¢astnikov len 1 alebo 71, no ani jedno nie je delitelné ¢islom 3.



Pri péticiach musi byt ich pocet v tvare 42k 4+ 1, o nam dava moznosti 1, 43 a 85 a vidime, Ze
vyhovuje len 85.

Ostava nam skontrolovat, ¢i nie je aj nejaka moznost, ak sa rozdelili na sedmice. Ich pocet musi byt
v tvare 30k 4 1, ale ani jedno z ¢isel 1, 31 a 61 nie je delitelné siedmimi.

Takze jedina vyhovujica moznost bola 85 tcastnikov.

Uloha 1.5: Majme §tvorec ABCD so stranou dlzky 10. Rovnoramenny trojuholnik X AB ma za-

kladitu AB a obsah spolo¢nej ¢asti §tvorca a trojuholnika je 80. Najdite dlzku vysky na stranu AB
v trojuholniku X AB.

Vysledok: 25

RieSenie: Bod X musi lezat mimo Stvorca ABCD, pretoZze inak by mal trojuholnik X AB obsah
najviac 50, teda polovicu obsahu $tvorca. Spolo¢né ¢ast trojuholnika X AB a $tvorca ABC'D s obsa-
hom 80 mé tvar rovnoramenného lichobeznika. Nazvime jeho dlhsiu zakladiu a a kratsiu c. Vieme, Ze
a = 10 a vyska lichobeznika je tiez 10. Vyjadrime si ¢ pomocou obsahu lichobeznika S = v(a + ¢)/2.
2.5 2-80

—a=——-10=06
) @ 10

c

Takze ¢ = 6. Nech AXNDC = P, BXNDC = R. Dalej oznacme () stred tsecky PR a M stred tsecky
AB. Zo symetrie vieme, ze |DP| = |RC| = 2. Trojuholnik APD je podobny s trojuholnikom X AM
podla vety uu. XM je kolmé na M A, pretoZe sa jedna o taznicu v rovnoramennom trojuholniku a
ta je kolma na zakladnu. Preto |AD|/|PD| = | X M|/|AM|, z toho

|AD| 10

XM| =121 |AM| = = -5 = 25.
XM| = [5p; 1AM| = 5

Vyska trojuholnika X AB je 25.

Uloha 1.6: Vodka si vybral pit ¢isel z mnoziny {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} a povedal MattSovi ich stéin.
Matus sa snazil zistit, ¢i je sucet Vodkovych ¢isel parny alebo neparny. Po chvili usadil, Ze sa to zistit
neda. Aky bol sicin, ktory Vodka povedal Mattasovi?

Vysledok: 7560

RiesSenie: KedZze Matus poznal sucin ¢isel, ale nevedel povedat, ¢i je ich sucet parny alebo nepéarny,
tak to znamené, Ze z danej mnoziny vieme vybrat dve rozne pétice, ktoré maji rovnaky sacin, ale
roznu paritu sactu. Vieme, Ze to, ¢i je sucet parny alebo neparny, zavisi len od toho, kolko parnych
a neparnych ¢isel s¢itavame. V mnozine st 3 parne a 4 neparne ¢isla. To znamena, ze ak vyberame
péticu, tak v nej bude asponi 1 a najviac 3 parne ¢isla. Ak vyberieme 1 alebo 3 parne ¢isla a doplnime
to neparnymi, tak sicet bude parny. Ak vyberieme 2 parne ¢isla, tak siucet bude neparny.

Kedze hladame péatice s rovnakym stcinom, tak musia mat v prvoéiselnom rozklade rovnaky pocet
dvojok. Ak by sme do jednej pétice vybrali vSetky 3 parne ¢isla, tak v ich prvociselnom rozklade
bude urcite viac dvojok nez v druhej pétici, do ktorej vyberieme len 2 z nich, lebo kazdé parne ¢islo
obsahuje aspon 1 dvojku. Preto do jednej pétice musime vybrat jedno parne ¢islo a do druhej dve
tak, aby ich suc¢in obsahoval rovnaky pocet dvojok. To sa da len jednym sposobom — do prvej pétice
dame 8 a do druhej 4 a 6. Do prvej patice uz nemdzeme pridat parne ¢islo, tak ju doplnime vsetkymi
neparnymi. Druhu péticu doplnime ¢islami 5, 7 a 9, aby mali rovnaky stcin. Vidime, Ze obe péatice
maji sicin 8-3-5-7-9 = 7560 a rozdielnu paritu siactu.

Uloha 1.7: V trojuholniku ABC' je pravy uhol pri vrchole C. Kruznica so stredom v bode A a
polomerom AC pretne stranu AB v bode (). Analogicky, kruznica so stredom v bode B a polomerom
BC pretne AB v bode P (vid obrazok). Aka je dlzka PQ, ak vieme, 7e |[AP| =16 a |BQ| = 8.



Vysledok: 16

RieSenie: Nech |PQ| = z. Potom |AC| = |AP| + |PQ| = 16 + z a taktiez |BC| = |BQ| + |QP| =
8 + z (zaroven |AB| = 24 + x). Z Pytagorovej vety (pre trojuholnik ABC) dostdvame rovnost
222 + 48x + 320 = 2 4 48z 4 576. Z toho viak vidime, Ze x> = 256, a kedZe hladame dlzku tsecky
PQ), ¢o je nezaporné ¢islo, dostavame x = |PQ| = 16.

Uloha 1.8: V klobuku je 8 ¢iernych a 4 biele zajace. Ak nahodne vytiahneme 6 zajacov, aka je
pravdepodobnost, Ze posledny vytiahnuty zajac bude ¢ierny?

Vysledok: %

Riesenie: Predstavme si, Ze zajace st oc¢islované ¢islami od 1 do 12 a vSetky biele. Kedze v8etky
zajace su rovnaké, kazdy z nich ma rovnaku Sancu (1—12) na to, ze bude vytiahnuty ako Siesty v poradi.
Teraz si predstavme, ze zajacov o¢islovanych 1 az 8 zafarbime na ¢ierno. Spolu maju Sancu 1% = %,
ze jeden z nich bude vytiahnuty ako Siesty.

Uloha 1.9: Funkcia f je definovana nasledovne: f(0, 0) = 0 a pre nezaporné celé &isla n, m plati:
f(n+1,m) = f(n,m)+n, f(n,m+1) = f(n, m) —m. Pre kolko roznych dvojic ¢isel n, m je
f(n, m) =20197

Vysledok: 4

Riesenie: Ked7Ze pozname hodnotu funkcie f len pre n = m = 0, bude pre nas uZitoéné vyjadrit
si f(n, m) pomocou f(0, 0). Pomocou prvého vztahu zo zadania vieme postupne zmenSovat prvy
argument z n az na 0. Takto dostaneme

n(n—1)

fn,m)=fn—1,m)+(n—1)=f(n—=2,m)+(n—1)+n—-2)=---= f(0, m)+ 5

- (1)
Funkénta hodnotu f(n, m) vieme teda napisat ako sucet f(0, m) a prvych n — 1 prirodzenych ¢i-
sel. Takto dostaneme vztah (1). Rovnakym spésobom, pomocou druhého vztahu zo zadania, vieme
zmensSovat druhy argument.

~m(m—1)

f(0, m) = f(0, m=1)=(m—1) = f(0, m=2) = (m—=1)=(m—=2) = --- = f(0, 0) 5

(2)
Tentokrat vidime, ze f(0, m) sa da napisat ako rozdiel hodnoty f(0, 0) a su¢tu prvych m — 1 priro-
dzenych ¢isel. Zo zadania vsak vieme, ze f(0, 0) = 0. Dosadenim (2) do (1) dostaneme

nn—1) m(m— 1).

f(n7 m>: 92 - 9

Teraz uz len potrebujeme zistit, pre ktoré n a m sa f(n, m) rovna 2019.

nn—1) m(m—1)
2019 = -
019 5 5

2.2009=n®>—n—m?+m




Obe strany poslednej rovnosti rozloZime na sucin a vyuzijeme delitelnost.
2-3-673=(n—m)(n+m—1)
Pravéa strana poslednej rovnosti musi byt kladna, a preto n > m. NavySe pre m = 0 neexistuje
rieSenie (n(n — 1) je su¢in dvoch po sebe iducich ¢isel), a preto n —m < n + m — 1. Prava strana je
teda sucinom dvoch delitelov ¢isla 4038, z ktorych prvy delitel je mensi. To ndm déva 4 moZnosti:
(n—m)(n+m—1)=1-4038,
(n—m)(n+m—1)=2-2019,
(n—m)(n+m—1)=3-1346,
(n—m)(n+m—1)=6-673.

Kazda z tychto moznosti vedie k jednému rieSeniu.

Uloha 1.10: Martin sa hral so tyrmi kladnymi celymi ¢islami a, b, ¢, d a viimol si, Zze platia rovnosti:

ab+a+b =27,
bc + b+ ¢ = 146,
cd+c+d=104.

Najdite sucet ¢isel a + b+ ¢+ d.
Vysledok: 33

RieSenie: Pri rieseni rovnic v celych ¢&islach je ¢asto uzitoéné upravit rovnice na sucin a vyuzit
delitelnost. Ak pripo¢itame 1 k obom stranam kazdej z rovnic a pouzijeme rovnost (x + 1)(y + 1) =
xy +x +y+ 1, dostaneme

(a+1)(b+1) =28,
(b+1)(c+1) = 147,
(c+1)(d+1) = 105.

Z prvej rovnice vidime, ze a + 1 deli 28. Kedze 28 nema vela delitelov, mdZzeme skusit rozobrat
vSetky moznosti. Takéto rieSenie by bolo samozrejme v poriadku. Tato tloha sa vSak da vyriesit
aj bez rozoberania moznosti. Z prvej rovnice vidime, Ze b+ 1 deli 28 a z druhej rovnice vidime, Ze
b+ 1 deli aj 147. Preto b + 1 musi delit aj najvacsi spolocny delitel tychto ¢isel, ¢ize b+ 1 deli aj
¢islo 7. Kedze b je kladné celé ¢islo a 7 je prvocislo, dostavame, Zze b = 6. Z prvej rovnice potom
dostdvame a = 3, z druhej dostavame ¢ = 20 a z tretej d = 4. Preto stcet a + b + ¢ + d ma hodnotu
3+64+20+4=33.

Uloha 1.11: V konvexnom §tvoruholniku KLMN plati, Ze strana MN je kolma na uhlopriecku
KM, strana KL je kolmé na uhlopriecku LN, |[MN| = 65 a |KL| = 28. Priamka prechadzajica
bodom L, ktora je kolmé na stranu KN, pretina uhlopriecku KM v bode O, pricom |[KO| = 8.
Uréte dlzku MO.

Vysledok: 90

RieSenie: Oznac¢me priesecnik priamok LO a KN ako bod P. Plati, ze trojuholniky K PL a KLN
st podobné, kedze zo zadania mame |/KPL| = |[ZKLN| = 90° a |ZLKP| = [ZNKL|. Vdaka
pomeru podobnosti a naslednej malej tuprave mozeme pisat:

|[KP|  |KL]|

|KL|  |KN]|
|[KL|-|KL| 28 784
|KN| |KN| |KN|

|[KP| =



N

Analogicky st podobné aj trojuholniky KMN a KPO, kedze |ZKMN| = |[£ZKPO| = 90° a
|ZOKP| = |ZNKM|. Opét si zapiSeme a upravime pomer podobnosti:

|[KP|  |KM|
|KO|  |KN|
|KO|-|KM| 8-|KM|
KP| = —
| | |KN| |KN|

Dostali sme dve rozne vyjadrenia dlzky strany K P, ktoré mozeme dat do rovnosti.

8-|KM| 784

KP| = = — |KP
| KP| KN| KN | KP|
8- |KM| =784
|KM| =983

A nakoniec len vyuzijeme, ze |MO| = |KM| — |KO| =98 — 8 = 90.

Uloha 1.12: Najdite najvicsie prvoéislo p, ktoré deli 2°+1 4 3P+ 4 5p+1 4 7L
Vysledok: 29

RieSenie: V rieseni pouzijeme Mali Fermatovu vetu, ktora hovori, Ze pre prvocislo p a celé cislo
a, ktoré nie je delitelné p, plati a?~! = 1 (mod p) (zépisom x = z (mod n) sa mysli, Ze ¢islo x
déava zvysok z po deleni ¢islom n). Hladame ¢o najvacsie prvocislo p s vlastnostou zo zadania, takze
budeme predpokladat p > 7 (ak také nendjdeme, musime sa tohto predpokladu vzdat). Mézeme teda
pouzit Mali Fermatovu vetu pre a = 2, 3, 5, 7 a prvo&islo p. Vynasobenim vztahu a?~! = 1 (mod p)
¢islom a? dostavame, Ze a?™! = a? (mod p). Pre vyraz zo zadania dostdvame séitanim tychto vztahov
prea =2, 3, 5, 7, ze 2PT1 4 3Pt 4 5Pl 7ol = 92 4 32 4 52 4 72 = 87 (mod p). Hlad4dme teda
najvacsie prvocislo p také, ze 87 dava zvysok 0 po deleni p, t.j. p deli 87. Z toho vidime, Ze najvacsie
také p je 29.






2. cast

Uloha 2.1: Najdite ¢o najvicsie ¢slo také, ze vietky jeho cifry su rozne a &slo je delitelné 8.
Vysledok: 9876543120

Riesenie: Cislo je delitelné 8, ak je jeho posledné trojéislie delitelné 8. Aby hladané ¢islo bolo ¢o
najvacsie, potrebujeme posledné trojcislie vytvorit idedlne z troch najmensich cifier, ¢o st 0, 1 a 2.
Vsetky mozné permutécie cifier zoradené od najvacsej su 210, 201, 120, 102, 021, 012. Tie nam staci
postupne prejst az kym nendjdeme vyhovujtacu. 210 a 201 nie st delitelné 8, no 120 uz &ano. 120 je

teda najvacsie vyhovujuce ¢islo. Zvy$né cifry hladaného ¢isla uz len doplnime zostupne a dostaneme
9876543120.

Uloha 2.2: Matus dostal na skuske z Algebry desat otazok, na ktoré vedel odpovedat len ,,ANO“
alebo ,NIE“. Test je pripraveny natolko prefikane, ze ak Matis odpovie na Tubovolnych pat otazok
LANO“ a na zvysnych pit otédzok ,NIE“, bude mat vizdy aspoit Styri spravne odpovede. Zistite,
kolkymi spdsobmi je mozné takyto test vytvorit.

Vysledok: 22

RieSenie: Najprv treba zistit, kol'ko spravnych odpovedi moze byt ,ANO* a kolko , NIE“. V tabulke
st vypisané vSetky moZnosti, ked Matas moze spravne odpovedat na menej ako 4 otazky.

Poradie spravnych odpovedi | Poradie Matusovych odpovedi | Pocet spravnych odpovedi
A-A-A-A-A-N-N-N-N-N N-N-N-N-N-A-A-A-A-A 0
A-A-A-A-A-A-N-N-N-N N-N-N-N-N-A-A-A-A-A 1
A-A-A-A-A-A-A-N-N-N N-N-N-N-N-A-A-A-A-A 2
A-A-A-A-A-A-A-A-N-N N-N-N-N-N-A-A-A-A-A 3

Vidime, 7ze pokial je 5, 6, 7 alebo 8 spravnych odpovedi ,ANO“, tak sa moze staf, ze Matas odpo-
vie spravne na menej ako 4 otazky. Rovnako by to dopadlo, pokial by odpovede ,,ANO*“ a ,NIE“
vymenené a poradie Matisovych odpovedi by bolo A-A-A-A-A-N-N-N-N-N.

Ak by bola na 9 otazok spravna odpoved ,,ANO“, tak by nespravne mohol odpovedat na maximalne
5 z nich (lebo iba na 5 otazok odpovedal ,NIE“), a teda aspon na 4 z nich musel odpovedat spréavne.
A ak by na vietky otazky bola spravna odpoved ,,ANO“, tak by na 5 z nich ur¢ite odpovedal spravne.
Rovnako v pripade, Ze by na 9 alebo 10 otazok spravna odpoved , NIE*.

Ostéava nam teda iba zistit, kol'ko takychto roznych testov moze existovat. Existuje 10 roznych testov,
v ktorych je na 9 otazok spravna odpoved ,,ANO* (podla toho, na ktorti z desiatich otézok je spravna
odpoved ,NIE*), a rovnako 10 réznych testov, v ktorych je na 9 otazok spravna odpoved ,NIE“.
A existuje iba jeden test, ktory ma vietky odpovede ,ANO“ a iba jeden test, ktory ma vietky
odpovede ,,NIE“. To je spolu 10 + 10 + 1 4+ 1 = 22 roznych testov, pri ktorych Matis musel spravne
odpovedat na aspon 4 otazky.

Uloha 2.3: Kol'ko najviac réznych prirodzenych ¢isel mozeme séitat tak, ze ich sucet je 2019, ale pri
ich s¢itavani nedochadza k ziadnemu prechodu cez desiatku?

Vysledok: 6

Riesenie: Z ulohy 1.3 uz vieme, kol'ko najviac ¢isel mozeme séitat, aby sme dostali ¢islo 2019 bez
prechodov cez desiatky (je ich 12). Tieto ¢isla v8ak nie st vSetky rozne, a tak musime niektoré
z nich sc¢itat dokopy, aby nam ostali iba rézne cisla. Medzi tieto ¢isla mozu patrit najviac dve
Stvorciferné, ziadne trojciferné, najviac jedno dvojciferné a niekol'ko jednocifernych ¢isel. Jednociferné
¢isla dokazeme vytvarat len z deviatich jednotiek. Najmensie ¢islo, ktoré sa da vyjadrit ako sucet
Styroch roznych ¢isel je 1+ 2+ 3+ 4 = 10, takze z deviatich jednotiek dokdzeme vytvorit najviac tri



rozne ¢isla. Z toho dostavame, ze 2019 sa da vyjadrit ako sicet najviac 2+ 0+ 1 + 3 = 6 roznych
¢isel tak, aby nedochédzalo k prechodom pri s¢itavani. To, Ze to na Sest ¢isel naozaj ide, si mdzeme
ukazat na sucte 1001 + 1000 + 10+ 5+ 2+ 1.

Uloha 2.4: Telesova uhlopriecka kvadra so §tvorcovou podstavou zviera s podstavou uhol 60°. Hrana
podstavy ma dlzku 10. Vypocitajte objem telesa.

Vysledok: 1000 - v/6

RieSenie: Majme kvader ABCDEFGH so Stvorcovymi podstavami ABCD a EFGH. Vieme,
ze objem kvadra vypocitame ako obsah podstavy vynésobeny vyskou kvadra. Obsah podstavy je
10 - 10 = 100 a na to, aby sme vypocitali jeho objem, potrebujeme teda eSte vypocitat jeho vysku.
Podla zadania telesovéa uhlopriecka zviera so Stvorcovou podstavou uhol 60°. Nech t4 telesova uhlop-
riecka je AG a vieme, Ze so stenovou uhloprieckou AC' podstavy ABCD zviera uhol 60°. Vezmime
si trojuholnik ACG (tvoreny telesovou uhloprieckou, stenovou uhloprieckou (podstavy) a vyskou
kvadra). Vieme, Ze velkost uhla GAC' je 60° (zo zadania) a GC'A je 90° (kedZe sa jedné o kvader,
tak bo¢né steny st kolmé na podstavy).

Tento trojuholnik vieme doplnit na rovnostranny trojuholnik GAX (kedZe velkost uhla GAC je
60°), pricom bod C' je stredom strany AX a CG je teda vyskou aj taznicou — je kolma na AX,
prechadza jej stredom aj protilahlym vrcholom. KedZe sa jedné o rovnostranny trojuholnik, tak
|AG| = |AX| = 2|AC| a z toho pomocou Pytagorovej vety pre trojuholnik ACG vypocitame vysku
kvadra C'G:

|ICG|? = |AG]? — |AC|? = (2|AC|)* — |AC|? = 4|AC|? — |AC|? = 3|AC|*.

DIzku stenovej uhlopriecky podstavy (AC) vypocitame taktiez z Pytagorovej vety pre pravouhly
trojuholnik ABC"

|AC|? = |ABJ? + |BC|? = 102 + 10? = 100 + 100 = 200.

To mozeme dosadit do Pytagorovej vety pre trojuholnik ACG a dostavame |CG|* = 3|AC|? =
3-200 = 600, teda vyska kvadra je: |CG| = v/600 = v/6 - 100 = 10v/6. Objem nasho kvadra je preto
100 - 10v/6 = 1000 - /6.

Uloha 2.5: Kolko existuje dvojic uhloprie¢ok v konvexnom 16-uholniku takych, Ze maja préve
jeden spolo¢ny bod vo vnutri daného 16-uholnika? (Pozn. Body na obvode mnohouholnika nie st
jeho vnutornymi bodmi a uhlopriecka je tisecka spajajica dva rozne nesusediace vrcholy.)

Vysledok: 1820



RieSenie: Uvedomme si, ¢o musi uhlopriecka splhat, aby pretinala nejaki intt nami vopred zvolent
uhlopriecku — jej body sa musia nachadzat vo vrcholoch na opac¢nych ,stranach“ 16-uholnika rozde-
leného zvolenou uhloprieckou. Ak si predstavime, Ze napriklad napravo od uhlopriecky su 3 vrcholy
a vlavo je zvySnych 11 vrcholov, tak pocet uhlopriec¢ok pretinajucich zvolenu je 3 - 11. Takto si to
vieme spocitat pre kazdu uhlopriecku.

Zvolme si preto jeden bod a pozrime sa, na aké poc¢ty vrcholov moze uhlopriecka vedend z neho
rozdelit vrcholy 16-uholnika: 1 a 13,2 a 12,3 a 11,4a10,5a9,6a8, 7a7,8a6,...,13 al.
Postupne nam teda vyjde pocet uhlopriecok pretinajtcich nami zvolena uhlopriecku (ktory odpoveda
po¢tu dvojic s touto uhloprieckou) ako 13, 24, 33, 40, 45, 48, 49, 48, ..., 13. Po s¢itani vSetkych
tychto dvojic dostavame 455 — ak tak urobime pre uhlopriecky z kazdého vrcholu, tak dostavame
455 - 16 = 7280.

Tu je v8ak dolezité uvedomit si kolko krat sme do tohto celkového sucétu zaratali kazda dvojicu.
Po kratkej tivahe si uvedomime, ze kazda dvojicu uhlopriecok sme zaratali 4-krat, pretoze kazdy zo 4
vrcholov tychto dvoch uhlopriecok bol raz zvoleny ako vrchol, z ktorého vedie uhlopriecka rozdelujuca
16-uholnik. Nésledne sme pren tuto dvojicu priratali (a takto aj pre zvysné 3 vrcholy). Vysledny pocet
dvojic uhlopriecok, ktoré sa spolu vo vnitri 16-uholnika pretinaja je 7280/4 = 1820.

Uloha 2.6: Do trojuholnika ABC, kde |AC| = 60 a |BC| = 90 je vpisany kosostvorec C DEF tak,
7e bod D lezi na strane BC, bod E na strane AB a bod F na strane AC. Vypodéitajte dlzku strany
kosoStvorca.

Vysledok: 36

RieSenie: Vsimnime si, Ze trojuholnik ABC' je podobny s trojuholnikom AFEF, pretoze EF je
rovnobezné s BC, a teda maju vSetky 3 uhly zhodnych velkosti. V podobnych trojuholnikoch plati,
ze pomer Tubovolnych dvoch odpovedajucich si stran je rovnaky. Specidlne teda:

|[EF| |AF)|

[BC| ~ JAC|
Oznac¢me si stranu kosostvorca ako a:

a 60 —a

90 60

2a = 180 — 3a

5a = 180

Strana koSotvorca teda bude rovna 180/5=36

C

Uloha 2.7: Duch 7ije vo vile s 27 izbami, ktoré st usporiadané v tvare kocky 3 x 3 x 3. Pohybovat
sa vie medzi ktorymikolvek izbami, ktoré susedia stenou. Chce sa dostat z izby v jednom z rohov do
izby, ktora je od tejto najdalej (v opatnom rohu), pricom chce prejst najmensim moznym poctom
izieb. Bohuzial, v izbe, ktora je v strede domu, je pasca, ktorej sa chce za kazdych okolnosti vyhnut.
Kol'kymi roznymi cestami vie ist?

Vysledok: 54



Riesenie: Bez ujmy na vSeobecnosti nech duch je na zaciatku svojej cesty v lavej prednej dolnej
izbe (izba S) a chce sa dostat do pravej zadnej hornej izby (izba C). Izba C je od izby S o dve izby
viac napravo, o dve izby viac vzadu a o dve izby vySsie. Pretoze ide jednou z najkratsich ciest, musi
spravit prave 2 kroky doprava, prave 2 kroky dozadu a prave 2 kroky hore.

Mame 6! moznosti ako usporiadat tychto 6 krokov do poradia, ale ak vymenime medzi sebou dva
kroky doprava, cestu to nezmeni, rovnako ako ked medzi sebou vymenime 2 kroky dozadu alebo 2
kroky hore, ¢iZe pocet moznosti musime vydelit ¢islom 23. Preto je pocet réznych ciest = 2,2,2, = 90.
Treba poznamenat, ze ak by sme mali napriklad kocku 4 x4 x 4, tak je pocet ciest ked Ze existuje
3! poradi pre kazdy typ kroku.

3!313|a

Nakoniec je potrebné si rozmysliet, Ze niektoré postupnosti z tychto 90 nevyhovuji. Su to tie, ktoré
prechadzaju izbou v strede kocky. PretoZze ta sa nachadza o jedno policko dalej v kazdom smere
od izby S aj od izby C, kazda mona najkratsia cesta z S do strednej izby je nejakym zoradenim
krokov hore, doprava, dozadu (tych je 3!) a rovnako aj kazda mozna najkratsia cesta zo strednej
izby do C je nejakym zoradenim krokov hore, doprava a dozadu, a teda je ich rovnako 3!. Celkovo je
ciest z S do C prechadzajucich stredom 3! - 3! = 36, a teda ciest z S do C vyhovujtcich podmienkam
zo zadania je 90 — 36 = 54.

Uloha 2.8: Na hodinovom ciferniku spojte priamkami body, ktoré s oznacené ¢slami 1, 5, 8. Aké
st vnutorné uhly takto vzniknutého trojuholnika?

Vysledok: 45, 60, 75

Riesenie: Oznac¢me bod pri ¢isle 1 ako A, bod pri ¢isle 5 ako B, bod pri ¢isle 8 ako C' a stred
ciferniku S. Kedze kazdy bod na obvode cifernika je od stredu vzdialeny rovnako, tak vieme, Ze
ABS, BCS a C'AS su rovnoramenné trojuholniky. Uhol v strede cifernika je 360°, ¢ize kazda hodina
zabera 30°. Preto |LZASB| = 120°, |[£BSC| = 90° a |ZCSA| = 150°. Rovnoramenné trojuholniky
maju pri zakladni rovnaké uhly, takze |ZSAB| = |[ZSBA| = 30°, |ZSBC| = [£SCB| = 45° a
|ZSCA| = |£SAC| = 15°. Z toho uz vieme, Ze vnutorné uhly trojuholnika ABC' su 45°, 75° a 60°.

Uloha 2.9: Janka si pre kazda dvojicu celych ¢sel a a b, pre ktoré plati 1 < a < b < 20, napisala
na karticku ¢islo (b — a). Potom si spocitala P ako stucin vSetkych tychto ¢isel na kartickach. Najdite
najvacsie kladné celé ¢islo n také, ze 2™ deli P.

Vysledok: 150

RieSenie: Ozna¢me si ¢islo na karticke ako ¢, ¢ize b — a = ¢q. Pre g plati, ze 1 < ¢ < 19. Teraz
sa pozrime na to, kolko roznych dvojic (a, b) existuje pre jednotlivé hodnoty ¢q. Ak ¢ = 19, potom
existuje iba jedna dvojica — (1, 20). Ak ¢ = 18, potom existuju iba dve dvojice — (1,19) a (2,20). Ak
q = 17, potom existuju 3 dvojice atd., az napokon pre ¢ = 1 existuje 19 dvojic. Vieme teda, ko[kokrat
bude kazda z hodnot ¢ na kartickach. Pre kazda hodnotu treba uz len zistit, akd najvyssia mocnina
dvojky ju deli. Toto ¢islo potom vynasobime poc¢tom karti¢iek danej hodnoty. Nasledne tieto stuciny
spocitame a dostaneme tak najvyssiu mocninu dvojky, ktora deli sucin ¢isel na vSetkych kartickach.
Stac¢i sa ndm pozerat iba na parne hodnoty ¢:

q Max 2", ktoré deli g | Pocet karti¢iek(k) | n- k
18 M n=1 P P
16 M n=4 4 16
14 M =1 6 6
12 2 =2 8 16
10 M n=1 10 10
8 pE— 2 36
6 M n=1 14 14
1 2 n=2 16 32
2 M n=1 18 18
Sucet 150




Najvyssia mocnina dvojky, ktora deli stcin ¢isel na vietkych kartickach, je teda 2'°0.

Uloha 2.10: Pre funkciu f a vietky celé &isla n > 2 plati f(1) = f(2) = 1 a f(n) = f(n —1) —
f(n —2) +n. Aka je hodnota f(2019)?

Vysledok: 2019

Riesenie: Skisme si vypisat prvych par ¢isel. Mozeme si v8imnut isty vzor opakovania s periédou 6.
Zoberme si teda podmienku zo zadania a nahradzajme nou pravi stranu rovnice, az kym nedostaneme
f(n) = f(n—6)+ =z, kde x je Tubovolny vyraz.

(n)

Fn) = (f(n—2) — f(n—3) + (n— 1)~ f(n—2) +n
fn)=—=f(n—3)+2n—1
fn)=—(f(n—4)—f(n=5)+(n—3))+2n—1
fn)=—=f(n—4)+ f(n—5)+n+2
fn)=—=(f(n=5)=f(n=06)+(n—4))+ f(n—5)+n+2
(n)

Opakovanou aplikiciou zistenej podmienky na seba samu vieme zovseobecnit, ze f(n) = f(n —6k) +
6k, kde £ € N. Vieme, ze f(3) = f(2) — f(1) +3 = 3 a 2019 = 336 - 6 + 3. Potom f(2019) =
(2019 — 6 - 336) + 6 - 336 = f(3) 4+ 2016 = 2019.

Uloha 2.11: Majme n jednotiek v rade. Ked medzi ne doplnime Iubovolne vela znamienok +,
dostaneme vyraz. Pre kolko réznych hodnot n moze tento vyraz nadobudat hodnotu 11117

Vysledok: 121

RieSenie: Majme na zaciatku 1111 jednotiek za sebou. V kazdom kroku ich pocet vieme zmensit
troma sposobmi. Mézeme nahradit 1111 jednotiek ¢islom 1111, ¢im uSetrime 1111 — 4 = 1107 jedno-
tiek, 111 jednotiek ¢islom 111, ¢im uSetrime 111 — 3 = 108 jednotiek, alebo 11 jednotiek ¢islom 11,
¢im uSetrime 11 —2 = 9 jednotiek. 1107, 108 aj 9 st nésobky deviatky, ¢ize nakoniec ndm musi zostat
pocet jednotiek v tvare 1111 — 9k, kde k£ moze nadobtuidat hodnoty od 0 po 123, lebo 1111 —-9-123 = 4
a menej jednotiek zjavne nestaci.

Ostéava overit, ¢i pre kazdy takyto pocet jednotiek moze vyraz nadobidat hodnotu 1111. Za¢nime
od najmensich poc¢tov jednotiek.

Pre k = 123 mame 4 jednotky, ktoré budua tvorit ¢islo 1111. Pre va¢si pocet jednotiek ¢islo 1111
v nasom sucte uz byt nemoéze. Bez tohoto ¢isla potrebujeme aspon 10 ¢isel 111 a jedno ¢&islo 1, ¢o je
dokopy az 31 jednotiek, z ¢oho vyplyva, ze k rovné 122 ani 121 nevyhovuju, a tiez, ze 120 vyhovuje.

Najblizsi vacsi pocet vieme dosiahnut tak, Zze zmensime pocet ¢isel 111, ¢ize jedno z nich mdzeme
nahradit 10 ¢islami 11 a jednym ¢islom 1. To je dokopy 49 jednotiek, ¢ize k = 119 nevyhovuje, ale
118 ano. Dalej nahradenim c¢isla 11 jedenastimi ¢islami 1 vidime, zZe vyhovuje aj k = 117.

Odtial moéZeme pokracovat indukciou pre & > 2. Ak vieme sucet 1111 dostat pre 1111 — 9% a
1111 — 9(k — 1) jednotiek, tak ho vieme dostat aj pre 1111 — 9(k — 2) jednotiek. Bud varianta pre
1111 — 9(k — 1) jednotiek obsahuje ¢islo 11, ktoré nahradime jedenéstimi ¢islami 1, alebo, ak ho
neobsahuje, tak varianta pre 1111 — 9%k musi obsahovat ¢islo 111, ktoré nahradime desiatimi ¢islami
11 a jednym ¢&islom 1, ¢m pocet jednotiek vzrastie o 18. Kedze vieme, ze k = 118 aj k = 117
vyhovuju, tak potom vyhovujt aj vSetky mensie k.

Ukézali sme, ze n moze nadobudat vSetky hodnoty v tvare 1111 — 9k, pre k od 0 po 123 okrem troch,
¢o je 121 moznosti.



Uloha 2.12: Hovorime, e kladné celé &slo m obsahuje nezaporné celé ¢islo n, ak niekol’ko po sebe
iducich cifier ¢isla m tvori ¢islo n. Napriklad ¢islo 2019 obsahuje ¢isla 2, 0, 1, 9, 20, 19, 201, 2019.
Néjdite najvacsie kladné celé ¢islo, ktoré neobsahuje ziadny nasobok 7.

Vysledok: 999993

Riesenie: Predpokladajme, ze by hladané ¢islo malo asponi 7 cifier. Pozrime sa na najmensich sedem
¢isel, ktoré obsahuje a koné¢ia sa jeho poslednou cifrou (napriklad ak mame ¢islo 87654321, tak sa
pozrime na ¢isla 1, 21, 321, ..., 7654321). Vieme, Ze ziadne z tychto ¢isel nemdze mat zvySok po
deleni siedmimi 0, takze urcite tam budu dve ¢isla, ktoré maja rovnaky zvySok po deleni siedmimi
(kedZe tam je aspon 7 zvySkov po deleni 7 a ziaden z tychto zvyskov nie je 0, tak z Dirichletovho
principu tam buda aspon 2 rovnaké).

Oznacme ich a a b, pricom a ma viac cifier, a ozna¢me pocet cifier ¢isla b ako p. Potom vieme, Ze ¢islo
a — b je urcite delitelné siedmimi, a teda aj ¢islo (a — b) /107 (toto ¢islo je celé, pretoze poslednych p
cifier ¢isla a su prave cifry ¢isla b). Navyse hladané ¢islo obsahuje ¢islo (a — b)/10P. Napriklad, ked
méame Cislo 9682167, tak si zoberme ¢isla 2167 a 67. Obe maju zvySok po deleni siedmimi 4 a ked
zoberieme ¢islo (2167 — 67)/10% = 2100/100 = 21, tak to ¢islo je delitelné siedmimi.

Takze vidime, Ze keby malo hladané ¢islo 7 cifier, tak by obsahovalo nejaké ¢islo, ktoré je delitelné
siedmimi. Takze mo6ze mat najviac 6 cifier.

Najvicsie také ¢islo je 999999, no to je delitelné siedmimi. Potom je 999998, no 98 je delitelné 7.
Takto vylucime vsetky ¢isla az po 999993, ktoré naozaj vyhovuje, a teda je to najvicsie také ¢islo.



3. dast

Uloha 3.1: Najmenej kolko cifier musime vyskrtnif z ¢sla 25102019 tak, aby vysledné ¢slo bolo
delitelné 3, 5 aj 87

Vysledok: 4

RieSenie: Aby ¢islo bolo delitelné 5 a zaroven 8, tak musi kon¢it na cifru 0, preto cifry 1 a 9 na konci
nasho &isla musime vyskrtnat. (Vyskrtli sme uz dve cifry.) Aktudlne mame ¢islo 251020, ktoré nesplia
delitelnost 3 ani 8. Musime teda vyskrtnut este aspon jednu cifru. Aby ¢&islo bolo delitelné 3, tak
musi byt jeho ciferny sucet delitelny 3. Ciferny stucet aktuélneho ¢isla je 10. Preto musime skrtnut
cifry, ktorych sucet je 1, 4, 7 (pripadne 10). Ak by sme cheeli krtnat uz len jednu cifru, tak to musi
byt cifra 1 (lebo cifru 4 ani 7 naSe ¢islo neobsahuje), a teda vysledné ¢islo by bolo 25020, ktoré vsak
nie je delitelné 8. Cize musime gkrtnat aspon 2 cifry. Ak Skrtneme cifry 1 a 0, tak dostaneme ¢islo
2520, ktoré je delitelné 3, 5 aj 8. Celkovo musime vyskrtnut aspon 4 cifry.

Uloha 3.2: Vieme, ze predseda STROMu je niekto z trojice Matus, Kristin, Janka. Zo zvysnych
dvoch Tudi jeden vzdy klame a druhy vzdy hovori pravdu. Navzajom o sebe povedali:

e Matus: Predseda je Zena.
e Kristin: Matus klame.

e Janka: Nie som predseda.

Zistite, kto z nich je predseda, a ¢i hovori pravdu alebo klame.
Vysledok: Predseda je Janka a klame.

Riesenie: Ak by bol predseda Matus, tak by klamal, a teda by Kristin hovorila pravdu. Janka by
ale tiez hovorila pravdu, ¢o je v rozpore s podmienkou zo zadania.

Ak by bola predseda Kristin, tak Matas hovori pravdu, a rovnako aj Janka, o je opat v rozpore
s podmienkou.

Ak by bola predseda Janka, tak Matus hovori pravdu, a teda Kristin klame, rovnako ako Janka. Iba
v tomto pripade je podmienka zo zadania splnené.

Uloha 3.3: Kolko je dvojic kladnych celych &sel takych, Ze ich sucet je 2019, ale pri ich séitavani
nedochadzalo k Ziadnemu prechodu cez desiatku?

Vysledok: 29

Riesenie: Predstavme si tlohu ako sc¢itavanie pod seba, v ktorom nemoze dochédzat k prechodom
cez desiatky. Chceme teda napisat jednotlivé cifry v &isle 2019 iba ako stucet dvoch cifier. Za¢nime
od konca po cifrach. Cifru 9 mdzeme napisat 5 spésobmi — ako 0 +9, 1 +8, 2+ 7, 3+ 6, 4 + 5.
K tymto 5 moznostiam existuji 2 moznosti ako napisat 1 —ako 1 + 0 a 0+ 1 (zalezi na tom, ktoru
moznost napiSeme ku ktorému sposobu zapisania 9ky), to je dokopy 5 -2 = 10 moZnosti na posledné
dve cifry. Cifra 0 sa da zapisat len ako 0+ 0, ¢ize tu ndm nové moznosti nepribudna. A nakoniec cifra
2 sa da zapisat ako 0+ 2, 1+ 1 a 2+ 0 — znovu zalezi na poradi cifier, teda dokopy to st 3 moznosti.
Spolu sme nasli 5-2-1-3 = 30 moznosti. AvSak v zadani sa néas pytaju na kladné celé cisla, teda
moznost 0 + 2019 musime z nasich moznosti vynechat (to sme vedeli dostat len jednym sposobom),
preto existuje len 29 dvojic kladnych celych ¢isel, ktorych stucet je 2019.

Uloha 3.4: Pravouhly trojuholnik K LM ma dlzky odvesien |KM| = 16 a |LM| = 12. Vypoditajte
vzdialenost bodu M od stredu O prepony K L.



Vysledok: 10

Riesenie: Dlzku prepony pravouhlého trojuholnika K LM vypoéitame z Pytagorovej vety: |KL|*> =
|[KM? + |LM|* = 16% + 12% = 400, teda |K L| = 20. Pravouhlému trojuholniku K LM vieme opisat
Téalesovu kruznicu so stredom v bode O (stred prepony), kedZe uhol K M L je pravy. Polomer kruznice
je rovny |[KO| = |[MO| = |LO| = 20/2 = 10. Preto vzdialenost bodu M od stredu O je 10.

Uloha 3.5: Matematickej sttaze sa za¢astnili sutaziaci z troch réznych krajin. Na zaciatku sutaze
si kazdy podal ruku so v8etkymi jeho krajanmi (z kazdej krajiny prisli aspon dvaja sutaziaci). Kolko
Tudi sa zacastnilo sutaze, ak vieme, ze dokopy prebehlo 42 podani rik a zo Zziadnych dvoch krajin
neprisiel rovnaky pocet tucastnikov?

Vysledok: 17

RieSenie: Ak z jednej krajiny prislo n sutaziacich, tak medzi nimi prebehlo n(n — 1)/2 podani ruk
(kedze kazdy si podal ruku so v8etkymi sutaziacimi zo svojej krajiny okrem seba a kazdé podanie
sme zapocitali 2-krat). Dokopy bolo 42 podani ruk, takze zo Ziadnej krajiny nemohlo prist viac ako
9 sutaziacich, lebo potom by vramci jednej krajiny prebehlo asponi 10 - 9/2 = 45 podani rik. Preto
z kazdej krajiny bolo 2 (zo zadania) az 9 sutaziacich. Pomocou tabulky si vypiSeme pre tieto pocty
krajanov pocty podani rik.

pocet krajanov 2
1

34 5 6 7 8 9
pocet podani rik 3 6

10 15 21 28 36

Keby z kazdej krajiny prislo najviac 6 sitaziacich, tak by prebehlo najviac 15 + 10 + 6 = 31 podani
rik, preto z aspon jednej krajiny prislo 7, 8 alebo 9 sutaziacich. Rozoberme teraz tieto 3 moznosti:

1. Z jednej krajiny prislo 9 sutaZiacich — v nej prebehlo 36 podani rik, teda ostava este 6
podani ruk pre 2 krajiny, ¢o nie je mozné zabezpecit (kedZe na vyber mame 1, 3 a 6 podani
rik a zo ziadnych dvoch krajin neprisiel rovnaky pocet ucastnikov).

2. 7 jednej krajiny prislo 8 sttaziacich — v nej prebehlo 28 podani ruk, teda ostéva este 14
podani rik pre 2 krajiny, ¢o nie je mozné zabezpecit (kedZe na vyber mame 1, 3, 6 a 10 podani
ruk).

3. Z jednej krajiny prislo 7 stutaziacich — v nej prebehlo 21 podani rik, teda ostava este 21
podani rik pre 2 krajiny, ¢o je mozné vytvorit len ako 15 (6 krajania) a 6 (4 krajania) podani
ruk.

Matematickej sutaze sa zucastnilo 7+ 6 + 4 = 17 ucastnikov.

Uloha 3.6: Najdite vetky kladné celé &sla n, pre ktoré plati, ze 6 + n deli 6n.
Vysledok: 3, 6, 12, 30

Riesenie: KedZe 6+n je delitel 6n vacsi ako n, tak 6 a 6+n musia byt studelitelné ¢isla. To znamené,
ze 6 + n musi byt nasobok 2 alebo 3 (alebo oboch stcasne). Rozoberme tieto moznosti.

Ak 6 + n je nasobok 3, tak n musi byt nasobok 3, ¢ize n = 3x pre nejaké kladné celé ¢islo . Potom
plati, ze 6 + 3z deli 18z, ¢o, po vydeleni 3, znamena, ze 2 + x deli 6x. Kedze 2 + x a x su ¢isla
s rozdielom 2, tak st bud nestdelitelné (ak st neparne), alebo ich najvacsi spoloény delitel je 2 (ak
st parne). To znamené, ze bud 2 + x deli 6, pricom x je nepéarne, alebo 2 + x deli 12, pricom z je
parne. V prvom pripade x moze byt iba 1, v druhom pripade x moze byt 2, 4 alebo 10. Teda n je 3,
6, 12 alebo 30.



Zostala moznost, Ze 6 +n je nasobok 2, ale nie 3. V tom pripade n musi byt nasobok 2, ale nie 3, ¢ize
n = 2x pre nejaké kladné celé ¢islo x, ktoré nie je nasobok 3. Potom plati, ze 6 + 2z deli 12z, ¢ize
3+ z deli 6z. Cisla 3+ z a x st ¢isla s rozdielom 3, ktoré nie st delitelné 3, takze st nestudelitelné.
Preto 3 + = musi delit 6, ale kedZe x nemoze byt 3, tak v tejto vetve nedostavame Zziadne rieSenie.

Vidime, Ze jediné vyhovujice n st 3, 6, 12 a 30.

Uloha 3.7: Rovnoramennému trojuholniku, ktorého ramena zvieraja uhol 45 stupiiov, sme opisali
kruznicu s polomerom v/32. Aky je obsah tohto trojuholnika?

Vysledok: 16 + 41/32 = 16 - (1 + v/2)

Riesenie: Trojuholnik oznacme ABC' so zékladiiou AB a stredom kruZnice opisanej S. KedZe obvo-
dovy uhol nad zakladiou AB pri vrchole C' je 45°, tak stredovy uhol nad AB pri S bude 90°. Potom
ABS je rovnoramenny pravouhly trojuholnik s ramenami dizky /32, teda podla Pytagorovej vety
mé prepona AB dizku 8. KedZe ABS je pravouhly rovnoramenny trojuholnik, méa taznicu z vrcholu
oproti prepone totozni s vyskou a stred kruznice opisanej v strede prepony, takze vyska je polovicou
dlzky prepony. Potom vyska trojuholnika ABC je 4 + v/32, kedZe ide o rovnorameny trojuholnik,
¢ize vysku z vrcholu oproti zédkladni méa totozni s osou zékladne. Jeho zékladna je 8, a teda obsah
trojuholnika je

—(4+\g@'8=16-(1+¢§).

Uloha 3.8: Parasutista zosko¢il nad ovocnym sadom. Stromy st vysadené vo vrcholoch nekonecne
velkej siete zloZzenej z rovnostrannych trojuholnikov, medzi kmenmi stromov je vzdialenost 8 metrov
a priemer koruny kazdého stromu je 8 metrov. Aka je pravdepodobnost, Ze paraSutista ostane visiet
na strome a nespadne na zem?

Vysledok: 7/(2v/3)

RieSenie: KedZe paraSutista urcite spadne do niektorého z trojuholnikov v sieti, pravdepodobnost
padu do koruny stromu je pomerom obsahu kortn stromov v jednom trojuholniku a obsahu celého
takého trojuholnika.

Za¢nime urcenim obsahu trojuholnika. Jedna sa o rovnostranny trojuholnik s dlzkou strany 8. Jeho
vysku mozeme vypocitat pomocou Pytagorovej vety. Nachédza sa v pravouhlom trojuholniku s prepo-
nou dlzky 8 (strana trojuholnika) a jednou odvesnou dlzky 4 (polovica strany trojuholnika). Vygka je
teda rovna /82 — 42 = /48 = 4/3. Ked pozname vysku, obsah trojuholnika doratame ako polovicu
stcinu vysky a strany, &ize (8 -4v/3)/2 = 161/3.



Dalej potrebujeme urcit obsah, ktory pokryvaju koruny stromov v jednom trojuholniku. Nachadzaju
sa v hom tri 60 stupnové kruhové vyseky, kazdy z nich teda predstavuje Sestinu obsahu kruhu s po-
lomerom 4. Obsah takého kruhu je 7 - 42, takze obsah vietkych troch kortn je spolu 3/6 - 7 - 4% = 8.

Teraz nam ostava uréit uz len pomer tychto dvoch obsahov, ¢o je 87/(16v/3) = m/(2v/3).

Uloha 3.9: Ozna¢me S; mnozinu vietkych celych &isel n takych, ze 100i < n < 100(i+1). Napriklad
S4 je mnozina ¢isel 400, 401, ... , 499. Kolko z mnozin Sy, Si, ... , Sgg9 neobsahuje druht mocninu
celého cisla?

Vysledok: 708

Riesenie: Najprv sa pozrieme na rozdiel dvoch po sebe iducich druhych mocnin: (z + 1) — 2% =
22 + 22+ 1 — 22 = 22 + 1. Pre vSetky druhé mocniny mensie ako 50? = 2500 plati, Ze rozdiel dvoch
po sebe idicich bude mensi ako 100. V kazdej stovke medzi ¢islami 0 az 2499 tym padom urcite bude
aspofl jedna druh& mocnina, ¢o st mnoziny Sy, Si, ... , Soa, a zaroveir v Sas bude prave &islo 502.

KedZe nas zaujimaju mnoziny Sy, Si, ... , Sgg9, tak najvicsia druhé mocnina, ktora sa v nich bude
nachadzat je 3162 = 99856 < 100000. Zarovenr vieme, %e kazdé dve po sebe idiice druhé mocniny
vicsie ako 50% st od seba vzdialené o viac ako 100, a teda v kaZdej mnoZine sa bude nachidzat
maximalne jedna. Jedna sa o 316 — 50 = 266 druhych mocnin.

Dokopy dostavame, ze nejaka druha mocnina sa bude nachadzat v kazdej z mnozin Sy, Si, ... , Sos
a v nejakych 266 mnozinach spomedzi Sog, So7, ... , Sgg9. Pocet mnozin, ktoré neobsahuji druhu
mocninu, je 1000 — 266 — 26 = 708.

Uloha 3.10: N4jdite vietky usporiadané dvojice prvoéisel (p, q), pre ktoré plati 3p? +6p = 2¢° +7¢?
Vysledok: (11, 13)

RieSenie: Upravime rovnicu zo zadania na 3p(p + 2) = q(2q + 7). Prvoéislo ¢ deli sacin 3p(p + 2),
takze musi delit jedno z Cisel 3, p a p + 2. Ak by ¢ delilo ¢&islo 3, potom ¢ = 3, podobne, ak ¢ deli
p, nutne ¢ = p. Lahko overime, Ze pre ¢ = 3 ani pre ¢ = p neexistuje vhodné prvoéislo p, ktoré by
spliialo rovnicu. Musi byt preto p + 2 = kq pre nejaké prirodzené k. Dosadime do zadaného vztahu
p = kq — 2, potom po tprave a vydeleni ¢ dostavame q(3k* — 2) = 6k + 7. Ked%e ¢ > 1, musi platit
3k* —2 < 6k + 7, po uprave (k — 1) < 4, ¢iZe do tvahy prichadzaji len hodnoty k =1 a k = 2. Pre
k = 2 by bol vyraz p+ 2 parny, ¢ize prvocislo p by muselo byt 2 a pre tito volbu p neexistuje vhodné
prvocislo q tak, aby platila rovnost zo zadania. Pre k = 1 ndjdeme jediné rieSenie p = 11, ¢ = 13.

Uloha 3.11: Kladné celé ¢isla a, b, ¢, d splhajai a > b > ¢ >d, a+b+c+d—1 = 2019 a
a? —b? + 2 — d? — 1 = 2019. Kolko réoznych hodnét moze nadobudat a?

Vysledok: 503

RieSenie: Upravou prvej a druhej rovnosti a naslednym odé&itanim prvej rovnosti od druhej dosta-
vame vztah (a +b)(a —b—1) + (¢ + d)(c —d — 1) = 0. Pretoze a,b, ¢, d st podla zadania kladné
celé ¢isla, tak vyrazy (a + b) a (¢ + d) st kladné celé &isla. NavySe, a > b je ekvivalentné neostre;
nerovnosti a —b—1 > 0, analogicky ¢ > d je ekvivalentné ¢ —d—1 > 0, z ¢oho dostavame, ze rovnost
(a+0b)(a—b—1)4 (c+d)(c—d—1) =0 plati iba v pripadoch, ked @ — 1 = b a zaroven ¢ — 1 = d.

Dosadenim predchadzajicich dvoch rovnosti do prvej z rovnosti zo zadania dostaneme 2a—1+2c—1 =
2020, z ¢oho dalsimi upravami dostaneme vztah a = 1011 — ¢. Potrebujeme uz iba rozligit, kolko
hodnot moze nadobudat ¢, kedZe tol'ko hodnot moze nadobudat a.

Pretoze ¢ — 1 = d a d je kladné celé &islo, tak ¢ > 2. Podobne pretoze a > ¢, tak ¢ < [1%1] (¢ moze
byt najviac tol’ko, kolko je polovica suc¢tu a a c), teda ¢ < 505. Nakoniec si vSak musime uvedomit, ze
kvoli vztahu a > b > ¢ nevyhovuje moznost ¢ = 505, lebo potom a = 506 a medzi a a ¢ uz neexistuje
dalgie celé ¢islo. Pre Tubovolné mensie ¢ je aj tato podmienka splnena automaticky, lebo ak ¢ < 504,
tak a —c > 3.



Takto ziskana hodnota a bude skuto¢ne spliiat obe rovnosti zo zadania, o ¢om sa mozno presvedéit
skuskou. Celkovo méze a nadobudat tolko réznych hodnot, kolko je ¢isel od 2 do 504 vratane, teda
503.

Uloha 3.12: Kolkymi réznymi spésobmi vieme vybrat 6 ¢isel z mnoziny {1,2,...,49} tak, aby sme
vybrali asponi 2 po sebe nasledujiice ¢isla?
Vysledok: (469) — (44)

6
RieSenie: Najprv zratame vSetky moznosti ako vybrat 6 ¢isel z tejto mnoziny. Tych je (469). Nésledne
odpocitame tie, v ktorych nie st Ziadne po sebe nasledujtice ¢isla. Zoradme si vybraté ¢isla vzostupne.
Ak ziadne dve nenasleduju za sebou, tak za kazdym z prvych piatich vybratych ¢isel nasleduje
nevybraté ¢islo. Zaroven, ak vyberieme 6 ¢isel zo 44 a nasledne k piatim najmensim doplnime ¢&isla
o jedna vic8ie, ktorych volbu sme zakazali, tak sme vybrali 6 ¢isel zo 49, z ktorych Ziadne dve
nenasleduju za sebou.

Predstavit si to mozete napriklad takto:

Vyberme z cisel 1 az 44 ¢isla 1, 2, 3, 6, 8 a 44. Doplnenie si mézeme predstavit tak, ze najprv
vytvorime ¢isla 1,5; 2,5; 3,5; 6,5 a 8,5. Dokopy tak mame 49 ¢isel a z nich je vybratych 6. Nasledne
vSetky cisla precislujeme ¢islami od 1 po 49 tak, ako idu za sebou. Teda vybraté ¢isla sa 1, 3, 5, 9,
12 a 49 a doplnené boli ¢isla 2, 4, 6, 10 a 13. Pri postupe opa¢nym smerom by sme najprv skrtli ¢isla
2,4, 6, 10 a 13, kedZe nasleduju bezprostredne za prvymi piatimi vybratymi ¢islami, a nasledne by
sme Cisla precislovali od 1 po 44, ¢im dostaneme 6 ¢isel, ktoré sme vybrali na zaciatku.

Preto vidime, Ze od vSetkych moznosti sta¢i odcitat (43)'
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