Mohlo by sa hodit

(Geometria
Talesova veta

Trojuholnik ABC je pravouhly s pravym uhlom pri vrchole C prave vtedy, ked AB je priemerom kruZnice opisanej troju-
holniku ABC.

Veta o obvodovom a stredovom uhle

Majme obluk AB na kruZnici so stredom S. Uhol ASB sa nazyva stredovy uhol k obluku (nad tetivou) AB. Nech X je
Tubovolny bod na dlh§om obliku AB, potom uhol AX B sa nazyva obvodovy k obluku (nad tetivou) AB a jeho velkost je
rovnaka pre kazdi polohu bodu X, a to polovica velkosti prislugného stredového uhla.

Tetivovy Stvoruholnik

Tetivovy Stvoruholnik je taky, ktorému sa da opisat kruznica. Stvoruholnik je tetivovy prave vtedy, ked je sudet velkosti
jeho protilahlych vnitornych uhlov 180°.

Mocnost bodu ku kruznici a chordala

Majme v rovine bod M a danti kruZnicu k so stredom S a polomerom r. Mocnost bodu M ku kruZnici k nazyvame realne ¢&islo
m =v? —r? kde v = |MS)|. Da sa ukazat, Ze ak je bod M vo vonkajsej (resp. vnitornej) oblasti kruznice a p je Iubovolna
priamka prechadzajiuca bodom M, ktora pretina kruznicu k v bodoch P, @, plati m = |[M P||M Q)| (resp. m = —|M P||MQ)).
Je zaujimavé, Ze tento sicin je rovnaky bez ohladu na priamku p a je uréeny len bodom M a kruznicou k.

Majme teraz v rovine 2 kruznice k, [. Chordalou dvoch kruZnic nazyvame mnozinu vSetkych bodov, ktoré maji rovnaku
mocnost k obom kruzniciam. D& sa ukéazat, Ze chordélou dvoch nesistrednych kruznic je vzdy priamka kolmé na spojnicu
ich stredov. Odtial Tahko vyplyva, Ze chordalou dvoch pretinajicich sa kruznic bude priamka uréené ich prieseénikmi.
Viac o tejto téme sa mozete dozvediet z tohto materidlu: seminar.strom.sk/media/uploads/mocnost.pdf

Veta o tsekovom uhle

Majme kruZnicu k a jej tetivu AB. V bode B vedme doty¢nicu k tejto kruznici a oznacme si P jej Tubovolny bod rézny od
B. Na obliku AB kruZnice k, ktory sa nachadza v opa¢nej polrovine danej priamkou AB ako bod P si zvolme bod X rozny
od A aj B. Uhol <ABP nazyvame tsekovym uhlom k obvodovému uhlu AX B nad tetivou AB a plati |[<ABP| = |[<AXB|.

Matematicka indukcia

Ak sa snazime nie¢o dokézat pre vSetky prirodzené &isla po¢nic niektorym, staci nam ukazat platnost nasho tvrdenia pre
toto podiato¢né ¢islo a potom ukézat platnost tvrdenia: ,,Ak naSe tvrdenie plati pre ¢islo n, potom plati aj pre ¢islo n + 1.“
Zakladna myslienka takéhoto dokazu sa ¢asto ukazuje na domine. Niekedy sa tieto kvadre stavaja do dlhého radu tak, aby
kazdy pri svojom pade so sebou stiahol na zem aj svojho bezprostredného suseda. Potom na to, aby spadli v8etky kocky,
postagi zhodenie prvej z nich. Inak povedané, ak vieme, Ze n. kocka zapri¢ini pad (n+ 1)., sta¢i nam zapri¢init pad 1. kocky
radu.

Dirichletov princip

Majme n predmetov a m priehradiek. Chceme poukladat predmety do priehradiek tak, aby kazdy predmet bol v prave
jednej priehradke. Dirichletov princip je jednoduché tvrdenie, Ze ak je n > m (predmetov viac ako priehradiek), tak potom
v aspoii jednej priehradke buda aspon dva predmety (v silnejsej verzii vieme tvrdit, %e pri n priehradkach a aspon kn + 1
predmetoch (pre prirodzené k) existuje priehradka s k 4+ 1 predmetmi).

Extremalny princip

Tato technika sa pouziva najmé ako §pecialny pripad dokazu sporom. Ak chceme dokézat, 7e neexistuje objekt splhajici
dané vlastnosti, mozeme napriklad predpokladat, Ze ak by taky objekt existoval, musel by existovat aj najmensi taky objekt.
Ak vsak néasledne ukazeme, ze vieme néjst aj mensi, dostaneme spor. Pozor v8ak na nekonec¢né pripady. Viac sa mozete
docitat na seminar.strom.sk/media/uploads/extremalny_princip.pdf.


https://seminar.strom.sk/media/uploads/mocnost.pdf
https://seminar.strom.sk/media/uploads/extremalny_princip.pdf

Kongruencie

V tlohéch o celych &islach sa ¢asto pri rieSeni pouzivaji zvySky po deleni nejakym ¢islom. Obzvlast uzitoéné zvykne byt,
ked dve ¢isla (dva vyrazy) davaju rovnaky zvySok po deleni tretim &islom. Preto na to mame Specialny zapis, piSeme, Ze
a=0b (mod n), a hovorime, 7e a je kongruentné s b modulo n. Tento zapis znameni, 7e a a b davaji rovnaky zvySok po
deleni n alebo ekvivalentne n | a — b (rozdiel stran kongruencie je delitelny jej modulom).

S kongruenciami mozno pracovat podobne ako s rovnostami — mézeme k obom stranam kongruencie pric¢itat nejaké ¢islo alebo
ho od nich odéitat (tieto upravy su ekvivalentné), modZzeme obe strany kongruencie vynasobit nejakym ¢islom alebo obe strany
vydelit ¢islom nestudelitelnym s modulom (vydelenie sidelitel nym &islom kongruenciu nezachovava, a teda vynasobenie stran
kongruencie lubovolnym ¢islom nie je ekvivalentna tprava) a moZeme tiez s¢itat, odéitat alebo vynésobit dve kongruencie
so spoloénym modulom.

Polynémy

Polynom alebo aj mnohoclen stupiia n je vyraz v tvare P(z) = ap + ar1x' + azz? + ... + a,2", kde a; st dané kongtanty,
an # 0 a x je premenné. Cislo ¢ sa nazyva koreni polynému P, ak plati, Ze P(t) = 0, teda polyném méa v tomto bode hodnotu
nula. V takom pripade vyraz (z — t) deli cely polyném P, &ize plati P(z) = (x —t) - Q(x), kde @ je polyném stupia n — 1.
Nerovnosti

KA nerovnost

Pre kladné realne ¢&isla x1, xo, ..., x, plati, Ze ich kvadraticky priemer je va¢si, nanajvys rovny (pri¢om rovnost nastava

prave vtedy, ked x; = 29 = ... = x,) ich aritmetickému priemeru, t.j.
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AG nerovnost
Pre kladné realne ¢isla xq, o, ..., x, plati, Ze ich aritmeticky priemer je vicsi, nanajvys rovny (pri¢om rovnost nastava
prave vtedy, ked 1 = x5 = ... = x,) ich geometrickému priemeru, t.j.
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GH nerovnost
Pre kladné realne &isla xq, 2o, ..., @, plati, Ze ich geometricky priemer je vi¢si, nanajvys rovny (pri¢om rovnost nastéva
prave vtedy, ked x1 = x9 = ... = x,), ich harmonickému priemeru, t.j.
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Vseobecna priemerova nerovnost
Pre kladné realne ¢isla x1, za, ..., x, definujeme ich priemer p-tého radu (kde p je kladné celé ¢islo) ako
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Priemer p-tého radu ¢isel 1, xo, ..., x, je va¢si, nanajvys rovny pre vSetky hodnoty x1, zo, ..., @, (rovnost nastava préave
vtedy, ked 1 = 29 = ... = z,,) ich priemeru ¢-tého radu prave vtedy, ked p > g, t. j.
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Permutaé&na nerovnost
Nech z1 > zo > ... >z, ays > Y2 > ... > Yy, su postupnosti realnych ¢isel. Potom ak vynasobime najvécsie ¢islo s
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najvacsim, druhé s druhym atd., tak sucet takychto sucinov je vacsi alebo rovny ako keby sme ich néasobili v inom poradi.
Zaroven, ak vynasobime najvacsie s najmensim, druhé s druhym najmensim atd'., tak dostaneme najmensi stcet. Presnejsie,
ak z1, 2o, ..., 2z, je permutécia ¢isel yq1, ys, ..., Yn, tak plati

T1Y1 + T2Y2 +...+ TnlYn Z T121 + T2Z22 +...+ Tnin Z T1Yn + T2Yn—1 +...+ TnY1-



Funkcionalne rovnice

Tato tematika sa na strednych gkolach velmi nevyucuje, ale nie je to ni¢ komplikované. Ulohou je len najst vietky funkcie,
ktoré budu splhat zadanie. Najsilnejsia zbraf, ktord mame v rukach, je to, ze hladana funkcia spliia dant rovnost pre
vSetky hodnoty premennych z jej definiéného oboru. Preto méZeme funkcionalnu rovnicu riegit tak, ze skusime za x a y
dosadzat konkrétne hodnoty alebo vyrazy. Takto odvodime nutné podmienky, ktoré musi hfadana funkcia splhat. Nejde
vSak o podmienky postacujice, a preto je potrebné vyslednu funkciu do rovnice dosadit a urobit skugku. Viac o tom, ako
riesit takéto ulohy najdete napriklad tu: seminar.strom.sk/media/uploads/funkcionalne_rovnice.pdf.
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